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Résumé

Cette étude, réalisée sur un portefeuille d’assurance de AXA, a pour objectif d’élaborer
un algorithme capable de déterminer la manière optimale de développer les lignes d’assu-
rance d’une entreprise. La question est donc d’identifier de manière algorithmique les lignes
d’assurance pour lesquelles il est optimal d’augmenter ou de diminuer l’exposition au risque.
L’approche développée pour y parvenir consiste à utiliser les données du modèle interne afin
de calculer des indicateurs de risque et de rendement du portefeuille d’assurance. De la sorte,
il est possible d’adapter les travaux réalisés en analyse financière au sujet de l’optimisation
de portefeuille, et donc de déterminer une frontière efficiente.

Dès lors, le corps de cette étude consiste tout d’abord à déterminer comment évoluent les
indicateurs de risque et de rendement en fonction de l’évolution des lignes d’assurance. Une
attention particulière a notamment été donnée à l’impact que la réassurance pouvait avoir
sur ces indicateurs. Cela permet d’écrire de manière formelle le programme d’optimisation
à résoudre.

Une fois ce problème écrit, sa résolution peut être effectuée à l’aide d’algorithmes d’op-
timisations. Dans le cadre de cette étude, c’est l’algorithme génétique NSGA-II qui a été
retenu. De la sorte, la frontière efficiente, a pu être tracée.
Enfin, une attention particulière a pu être donnée à l’application pratique des résultats de
l’algorithme, ainsi qu’à son périmètre d’application. Pour ce faire, la significativité et la
stabilité des résultats de l’algorithme génétique ont fait l’objet d’une étude approfondie.
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Abstract

This study, performed on an AXA insurance portfolio, aims to formulate an algorithm
capable of finding the optimal way of developing the lines of business of an insurance com-
pany. The goal is thus to identify the lines for which it can be said to be optimal to increase
or decrease risk exposure.
To reach this goal, AXA’s internal model was used to compute risk and return measures for
the insurance portfolio. This makes it possible to use the analyses of quantitative finance
on portfolio optimization to find the efficient frontier.

As such, this study opens by finding how the risk and return metrics evolve depending
on the size of the relevant insurance lines. A particular point of interest at this stage was
the impact that a reinsurance structure could have on these metrics. This made it possible
to formulate the optimization problem.
Once a formal optimization problem has been written, it can be solved by using an opti-
mization algorithm. Here, the genetic algorithm NSGA-II was chosen. As such, the efficient
frontier could be found. Finally, the practical applications of the results of the algorithm
were considered. To that end, the statistical significance and stability of the results were
studied.
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Introduction

La diminution progressive des taux d’intérêts au cours de la dernière décennie s’est soldée
par l’apparition d’une situation jusque-là inédite dans la sphère économique mondiale :
l’apparition de taux d’intérêt à long-terme durablement proches de 0, voire négatifs. Un des
secteurs d’activité affectés directement par ce phénomène est le secteur de l’assurance. La
nature même de l’activité d’assurance impose en effet une certaine durée entre la signature
d’un contrat et l’indemnisation des sinistres. De la sorte, en plus du revenu technique, qui
découle directement de la différence entre les primes perçues et les sinistres payés, il est aussi
possible de dégager du revenu financier en faisant fructifier les primes perçues sous forme
d’actifs financiers. Or, le contexte des taux faibles diminue mécaniquement la rentabilité de
ces actifs ; c’est pourquoi il devient de plus en plus essentiel d’optimiser le revenu technique.

Cette optimisation est cependant d’autant plus difficile que la notion de risque est une
notion centrale aux problématiques actuarielles. En effet, l’assurance est une activité qui
est soumise en permanence à des objectifs de gestion du risque, que ce soit en raison de
stratégies de développement ou de contraintes réglementaires. Dès lors, il est naturel de
s’interroger sur la possibilité de répartir l’exposition au risque d’une société d’assurance
entre ses différentes lignes d’activité de manière optimale, selon des objectifs de risque et de
rendement.

Toutefois, s’il existe à l’heure actuelle un certain nombre de métriques qui permettent
d’évaluer la rentabilité ou le risque de l’activité d’assurance de manière individuelle, telles
que le Ratio de Pertes, le Ratio combiné ou le Capital de Solvabilité Requis, peu permettent
de prendre en compte ces deux aspects en même temps. De même, peu de méthodes per-
mettant l’arbitrage entre ces métriques de risque et rendement ont été développées.

L’objectif de ce mémoire est donc de mettre au point un algorithme qui déterminerait
l’ensemble des répartitions optimales d’exposition au risque entre les différentes lignes d’as-
surance, en prenant en compte les problématiques de risque et de rendement qui caractérisent
le secteur de l’assurance. Pour ce faire, la méthode qui a été retenue adapte les travaux de
finance quantitative sur l’optimisation du couple rendement/risque d’un portefeuille finan-
cier au secteur de l’assurance. In fine, l’objectif est donc de produire une frontière efficiente.

Les étapes de cette étude seront donc les suivantes :

Tout d’abord, une analyse préliminaire des différentes problématiques qui caractérisent
le secteur de l’assurance sera effectuée. De la sorte, il sera possible de présenter les métriques
de rendement et de risque souvent utilisées, ainsi que de déterminer précisément quels fac-
teurs seront à prendre en compte lors du développement de l’algorithme cible.

Ensuite, le programme d’optimisation du couple rendement/risque d’un portefeuille d’as-
surance pourra être formalisé. Pour ce faire, il sera nécessaire d’identifier quels indicateurs

6
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utiliser pour mesurer ces deux dimensions, et de déterminer comment ceux-ci évoluent en
fonction de la répartition de l’exposition au risque entre les lignes du portefeuille.
Ici, une attention significative sera notamment portée sur la réassurance et l’impact qu’elle
peut avoir sur ce programme d’optimisation.

Par la suite, l’enjeu sera de mettre au point une approche permettant de résoudre ce
programme d’optimisation. Celui-ci, complexe, ne permet en effet pas nécessairement de
calculer une solution explicite. C’est pourquoi un algorithme d’optimisation génétique sera
utilisée pour approcher l’optimum théorique.

Cette étude se conclura donc par une évaluation de la pertinence du modèle. Pour ce
faire, une première application à un portefeuille d’assurance d’AXA permettra de mesurer
sa performance sur un exemple concret, avant de rappeler ses limites théoriques et potentiels
axes d’évolution.



Chapitre 1

Les enjeux stratégiques de cette étude

Ce chapitre vise à introduire cette étude et explorer les enjeux stratégiques qui lui sont
liés. La partie 1.1 introduira donc les problèmes soulevés à l’ensemble de l’activité de l’as-
surance, en développant notamment l’importance de la notion de risque.
Ces problèmes et défis relevés amèneront donc la problématique principale qui a motivé
cette étude, énoncée en partie 1.2, c’est-à-dire la question de l’optimisation d’un portefeuille
de lignes d’assurance en prenant en compte le risque.
La partie 1.3 pourra ensuite décrire les méthodes existantes pour tenter de répondre à cette
problématique, tout en soulignant pourquoi elles sont insuffisantes. Enfin, une partie 1.4
explorera les données utilisées qui seront utilisées dans le reste de l’étude pour répondre à
cette problématique.

1.1 Les défis et enjeux de l’activité d’assurance

Ce qui distingue le secteur de l’assurance d’autres secteurs d’activité est la notion dé-
finie comme l’inversion du cycle de production [13]. En effet, dans le cas des industries
"traditionnelles", la vente d’un bien ou d’un service ne s’effectue qu’après que celui-ci a été
produit, ou du moins que ses coûts soient connus. La caractéristique de l’assurance est donc
le fait que ce processus soit inversé : le prix, c’est-à-dire le montant de prime perçue, est
fixé au moment de la signature du contrat, tandis la prestation, c’est-à-dire l’indemnisation
du sinistre, peut avoir lieu plusieurs années ensuite.
La conséquence de cette inversion est que le revenu généré par un contrat d’assurance est
nécessairement la source d’un certain niveau de risque. Puisque le montant de l’indemni-
sation, et même sa survenance sont inconnues au moment où le contrat est conclu, il est
difficile de garantir que la prime soit suffisante pour générer un revenu positif. La notion de
risque est donc au cœur de l’activité d’assurance.

Afin de comprendre les enjeux principaux de ce secteur d’activité, la section 1.1.1 revien-
dra sur les différentes manières de générer du revenu en assurance, ainsi que de déterminer
les types de risque qu’elles génèrent.

Cela permettra ensuite d’explorer en section 1.1.2 la notion de capital risque, nécessaire
pour que les assureurs puissent garantir leur pérennité.

8



1.1. Les défis et enjeux de l’activité d’assurance 9

1.1.1 Des sources de revenus génératrices de risque

Le déroulement d’un contrat d’assurance non-vie peut de manière générale se résumer
aux cinq étapes suivantes :

1. L’assureur fixe la prime

2. L’assuré et l’assureur signent le contrat

3. L’assuré verse la prime d’assurance à l’assureur

4. L’assuré subit ou non un sinistre

5. Dans le cas où il y a survenance d’un sinistre, l’assureur indemnise l’assuré

Ainsi, quand une prime est perçue, l’assureur prévoit d’en utiliser une certaine propor-
tion pour indemniser des sinistres futurs. Cela se répercute sur le bilan d’une entreprise
d’assurance sous la forme d’un montant important sur le poste de provisions, qui corres-
pond à une estimation des charges futures de l’entreprise. Ces primes peuvent en outre être
investies sur les marchés financiers afin de les fructifier jusqu’au moment où l’indemnisation
doit avoir lieu (c.f. Figure 1.2).
Cela permet donc de dégager un revenu financier en plus du revenu technique.

Les revenus techniques

Les revenus techniques correspondent à la part du revenu qui découle directement de
l’activité d’assurance. Ils peuvent donc se définir de la manière suivante :

RevenuSouscription = Prime− (Frais+ CoutSinistre)

La particularité de l’assurance est cependant le fait qu’au moment de la souscription, non
seulement le coût, mais aussi la survenance même du sinistre est aléatoire. Le risque associé
à un contrat d’assurance correspond donc à la possibilité que le revenu de souscription dévie
par rapport à l’attendu, et se caractérise donc par la distribution de la loi de probabilité de
ce montant de souscription.

Les revenus financiers

Comme souligné ci-dessus, l’indemnisation du sinistre ne survient qu’après la souscrip-
tion du contrat et le paiement de la prime. Toutefois, selon le type de garantie, le paiement
peut avoir lieu plus ou moins longtemps après le constat du sinistre, et être réparti sur une
durée de temps plus ou moins longue. Dans le cas de la responsabilité civile par exemple,
certains cas doivent passer devant un tribunal et l’identification du montant à indemniser
peut prendre jusqu’à plusieurs décennies. Le revenu financier qu’il est possible de dégager
dépend donc de la ligne d’assurance considérée, puisque celui-ci est d’autant plus important
que les engagements sont longs.
Cependant, tout comme le revenu technique, ce revenu est générateur de risque. Les actifs
financiers sont en effets considérés comme risqués par définition ∗. En pratique, les entre-
prises d’assurance tentent de limiter ce risque en concentrant les investissements vers les
actifs financiers les moins risqués, comme les obligations, mais un risque, comme le risque

∗. La notion théorique de taux sans-risque est toutefois souvent appliquée aux obligations émises par
certains états, comme les États-Unis ou l’Allemagne
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de contrepartie existe toujours (c.f. Figure 1.1).

Figure 1.1 – Décomposition du portefeuille financier d’AXA (source : [5])

La décomposition des risques entre les revenus techniques et les revenus financiers

Les revenus générés par l’activité d’assurance impliquent donc un certain nombre de
risques. Ceux-ci peuvent être décomposés en plusieurs facteurs de risque de la manière
suivante :

— - Les risques de marché :
Risques de fluctuations des taux de rendement ou du cours des actions sur les mar-
chés financiers

— - Risque de crédit :
Risques de défaut ou de taux de non-recouvrement des contreparties

— - Risques Opérationnels :
Risques liés à la conduite de l’activité d’assurance (risque de fraude, de pannes, de
destruction des actifs immobilier, etc.)

— - Risques-vie :
Risques liés aux activités d’assurance vie (risque de longévité, risques de mortalité,
etc.)

— -Risques non-vie :
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Risques liés aux activités d’assurance non-vie. Ils peuvent se décomposer de la ma-
nière suivante :

1. risques de souscription liés aux catastrophes (CAT)

2. risques de souscription non liés aux catastrophes (non-CAT)

3. risques de réserve

Les risques de souscription non-CAT peuvent également se diviser entre sinistre at-
tritionnels et sinistres atypiques.

La matérialisation de ces risques peut en outre être aggravée par l’existence de corrélations,
que ce soit des corrélations entre lignes d’assurance ou entre types de risque.

Figure 1.2 – Illustration du bilan d’une société d’assurance

Ainsi, si la maximisation du rendement est bien évidemment un des principaux objectifs
des entreprises d’assurance, cette optimisation ne peut être atteinte sans la considération
du risque associé.

1.1.2 La notion de Capital risque

Afin de se prévenir contre les risques qui découlent de ses activités, une entreprise d’as-
surance est donc tenue de détenir une quantité de capital suffisante pour couvrir ses enga-
gements en cas de survenance de ces risques.
Pour les entreprises régulées dans l’Union Européenne, une limite inférieure à cette quantité
de capital est notamment définie par la directive européenne de 2009 connue sous le nom
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de Solvabilité-II [1].

Cette directive repose sur trois piliers : les exigences quantitatives, les activités de
contrôle et la transparence de l’information. En particulier, le pilier d’exigences quanti-
tatives définit le Capital de Solvabilité requis (aussi appelé (Solvency Capital Requirement),
ou SCR), c’est-à-dire la quantité minimale de fonds propres nécessaire pour qu’une entre-
prise d’assurance puisse couvrir ses engagements 99.5% du temps. Autrement dit, l’objectif
est de garantir qu’il est possible de faire face à un choc bicentenaire.
De manière plus formelle, en notant X la variable aléatoire correspondant la différence entre
la valeur de l’actif et la valeur des engagements au passif, le SCR est défini de la manière
suivante :

SCR = V aR0.005(X)

avec :
P (X ≥ V aR0.005(X)) = 0.005

Il sert donc à maîtriser la probabilité de ruine d’une entreprise d’assurance. En effet, ce
montant de capital garantit qu’une entreprise d’assurance ne fera faillite en moyenne qu’au
plus "une fois tous les 200 ans".

Figure 1.3 – Bilan économique Solvabilité 2 d’une société d’assurance

Ce capital prudentiel n’est toutefois pas sans conséquences pour l’entreprise qui le dé-
tient. Deux sources de capital principales peuvent en effet être distinguées : le résultat des
années précédentes et l’apport de capital des actionnaires. Dans la mesure où l’actionnariat
exige un rendement sur le capital investi, y faire appel pour couvrir les besoins en capital
peut être coûteux.
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Ainsi, une ligne d’assurance risquée sera non seulement plus gourmande en capital, mais né-
cessitera aussi une rémunération des actionnaires plus grande ; c’est pourquoi il est question
de coût du capital.

L’optimisation d’un portefeuille d’assurance peut donc se traduire par la recherche du
rendement maximal sous contrainte de risque. Or, dans le contexte actuel d’un faible revenu
financier engendré par des taux d’intérêt bas, il devient d’autant plus important de se
concentrer sur le revenu technique et le risque qu’il génère.

1.2 Problématique : la recherche d’une méthode pour op-
timiser le profil rendement/risque d’un portefeuille
de lignes d’assurance

Le point de départ de cette étude est donc le constat suivant : étant donné le contexte
économique actuel, il est d’une grande importance de maximiser le revenu technique, tout
en maîtrisant le risque généré. Pour ce faire, un des leviers d’action des entreprises d’assu-
rance est la stratégie de souscription et appétence au risque associée. Le choix des lignes
d’activités à développer est donc un enjeu majeur.

L’objectif de cette étude est donc d’aboutir à une méthode qui permette de déterminer
la configuration optimale d’évolution de l’exposition au risque de chaque ligne d’activité.
En somme, le but est d’être capable d’affirmer quelles lignes croître et quelles lignes réduire
afin d’optimiser le profil de rendement et de risque de l’entreprise d’assurance.

La problématique est donc la suivante :
Comment faire évoluer le portefeuille d’assurance de manière à maximiser le rendement et
minimiser le risque, et existe-t-il une combinaison d’évolution des lignes d’assurance qui soit
strictement optimale ?

Étant donné la place centrale qu’occupe l’arbitrage entre le risque et le rendement au
sein de l’activité d’assurance, un certain nombre de méthodes offrent déjà un élément de
réponse à cette problématique. Toutefois, les indicateurs existants sont à l’heure actuelle
insuffisants dès lors que l’objectif est de concilier le risque et le rendement conjointement de
manière algorithmique.

1.3 Les méthodes existantes mais insuffisantes pour ré-
pondre à cette attente

Si l’approche développée lors de cette étude cherche à aborder cette problématique sous
un nouvel angle, un certain nombre de méthodes sont déjà en place pour déterminer comment
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arbitrer entre le risque et le rendement d’un portefeuille d’assurance. En particulier, plusieurs
indicateurs permettent de mesurer un portefeuille selon l’une de ces deux dimensions.

Cependant, ces indicateurs sont en général insuffisants pour répondre à la problématique
telle qu’elle est posée ici. En effet, les indicateurs de rendement, explorés en section 1.3.1, sont
pour la plupart incapables d’incorporer une dimension de risque, tandis que les indicateurs
de risque explorés en section 1.3.2 négligent la performance technique. Or, l’objectif est ici de
mettre en place une méthode qui permettrait d’optimiser ces deux facteurs conjointement.
Il existe certes des indicateurs qui tentent de concilier risque et rendement, tels le Ratio
Économique Combiné défini en section 1.3.3. Toutefois, la section 1.3.4 montrera que ceux-
ci restent inaptes à la résolution du problème d’optimisation.

1.3.1 Les indicateurs concentrés uniquement sur la performance
technique

Le Ratio de Pertes

Dès qu’il est question d’évaluer la performance technique d’un portefeuille d’assurance
non-vie, un des indicateurs les plus utilisés est le Ratio de Pertes. Cette mesure, relativement
simple, se définit pour une ligne comme pour un portefeuille par le rapport entre la charge
des sinistres et les primes perçues [22] :

RatioPerte =
Sinistres

Primes
(1.1)

L’avantage principal de cet indicateur est sa capacité à faciliter les comparaisons entre
différentes lignes d’assurance, malgré un potentiel effet volume. En effet, un ratio à valeur
inférieure à 1 dénote une ligne ou un portefeuille dont la profitabilité actuarielle pure est
positive, tandis qu’un ratio supérieur à 1 suppose que les primes perçues ne suffisent pas
pour compenser les sinistres.

Toutefois, évaluer cet indicateur pour une décision en cours implique de ne considérer
que les primes et les sinistres sous l’angle de la meilleure estimation. Autrement dit, ce ratio
ignore totalement non seulement les écarts à la moyenne possible des sinistres, mais aussi
ceux des primes. La dimension de risque est donc totalement ignorée.

En outre, cet indicateur ne permet pas de mesurer la performance technique réelle d’une
ligne, puisqu’un certain nombre de facteurs qui ont un impact important sur le rendement
sont ignorés.

Le Ratio Combiné

Le Ratio combiné tente de pallier certaines faiblesses du Ratio de Pertes en mesurant de
manière plus précise la rentabilité réelle d’une ligne d’assurance [22]. Sa définition est donc
la suivante :
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RatioCombiné =
Sinistres+ Frais−RésultatRéassurance

Primes
(1.2)

Si cet indicateur donne une vision plus complète que le Ratio de Perte de la performance
réelle de la ligne, il ne permet pas de s’approcher d’une réponse à la problématique posée
ici. En effet, tout comme le Ratio de Perte, la dimension de risque est totalement ignorée ici.

1.3.2 Les mesures de risque usuelles

Tout comme pour le rendement, il est possible de déterminer des indicateurs capables
de capables de capter le risque d’un portefeuille ou d’une ligne d’assurance dès lors que la
loi de probabilité du résultat est connue.

La valeur Exposée au risque

La Valeur à Risque (aussi appelée Value-at-risk ou V aR), cherche à déterminer le niveau
de pertes à la probabilité α [14]. En notant X la variable aléatoire correspondant au revenu
technique généré par une ligne ou un portefeuille d’assurance, la VaR est définie telle que :

P (X ≥ V aRα(X)) = α

Cette mesure de risque a pour spécificité d’être relativement intuitive. Si le paramètre est
par exemple fixé à α = 0.005, cela signifie que la probabilité d’obtenir un résultat inférieur
à V aRα(X) est de 0.5 %. Autrement dit, sous l’hypothèse où l’entreprise conserverait le
même profil au cours du temps, V aRα(X) désigne le niveau de pertes auquel l’entreprise
peut être exposée une fois toutes les 200 ans en moyenne.

Cet indicateur, souvent utilisé par les entreprises ou les instances réglementaires pour
maîtriser le risque peut toutefois présenter des faiblesses. La première est le fait que, si cet
indicateur donne un seuil de pertes qui ne devrait être dépassé qu’une fois tous les 200 ans,
aucune information n’est donnée sur le montant de ce dépassement. Autrement dit, la V aR

ne fait pas la différence entre les cas où ce seuil n’est atteint que faiblement et les cas où le
dépassement est très significatif.
En outre, cet indicateur ne permet cependant pas de résoudre la problématique posée ici de
manière convaincante. À l’inverse du Ratio de Pertes ou du Ratio combiné, la Valeur exposée
au risque ne donne qu’une information sur la volatilité du rendement, et non sur sa valeur
moyenne. Il n’est donc pas possible d’optimiser le portefeuille en raisonnant exclusivement
sur cette mesure.

Le déficit Prévu

L’objectif du déficit prévu (Expected Shortfall) est de pallier la première faiblesse de
la Valeur exposée au risque en calculant la moyenne des pertes dans le cas où la VaR est
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atteinte [2]. En notant ESα(X) le déficit prévu de niveau de risque α, sa définition est donc
la suivante :

ESα(X) =
1

α

∫ α

0

V aRa(X)da (1.3)

Outre le fait que cette mesure est plus difficile à évaluer, car elle nécessite une connais-
sance plus précise de la queue de distribution du revenu, le déficit prévu ne permet tout de
même pas de répondre à la problématique posée.
En effet, à l’instar de la VaR, cet indicateur ne donne pas d’information sur le rendement
moyen du portefeuille.

1.3.3 Le Ratio Économique Combiné : Un premier indicateur qui
tente de concilier risque et rendement

Contrairement aux indicateurs précédents, le Ratio Économique Combiné permet d’in-
tégrer à la fois une dimension de risque et une dimension de rendement. Son objectif est
en effet de prendre en compte la totalité des facteurs qui ont un impact sur la performance
d’une ligne ou d’un portefeuille. Pour ce faire, cette mesure part du Ratio Économique et
ajoute de manière successive :

— Un ajustement pour prendre en compte la valeur-temps
— L’impact de l’imposition
— L’impact du coût du risque

Il est tout d’abord nécessaire de prendre en compte l’impact de la valeur-temps, car
il existe parfois un délai significatif entre le moment où l’assureur perçoit la prime et le
moment où le sinistre est indemnisé. Il est donc possible de fructifier les primes.
Or, ce délai, et donc le revenu financier, est d’autant plus important que la ligne d’activité
considérée est longue. Il serait donc impossible d’omettre l’effet-temps du calcul sans biaiser
les résultats vers les lignes courtes. L’impact de la valeur-temps pour la ligne d’activité
i se calcule donc à travers la différence entre les résultats non actualisés et les résultats
actualisés, qui prennent en compte la cadence de paiement :

V Ti =
RésultatNonActualiséi −RésultatActualiséi

Primesi
(1.4)

Afin de prendre en compte le risque, le Ratio Économique Combiné déprécie le Ratio
Combiné par un facteur appelé coût du risque. En effet, les contraintes liées au capital risque
sont d’autant plus lourdes que la ligne est risquée. Or, dès lors qu’il est nécessaire de faire
appel à l’actionnariat pour subvenir aux besoins en capital de l’entreprise, la rémunération
attendue des actionnaires fait peser des contraintes supplémentaires sur l’entreprise.
C’est pourquoi le coût du risque qui s’ajoute au Ratio Économique Combiné est calculé de
la manière suivante :

CoutRisquei =
SCRi × objectif en capital × prime de risque

Primesi
(1.5)
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Ici, le SCR ajusté de l’objectif de l’entreprise en termes de ratio de couverture permet de
rendre compte des besoins en capital. La prime de risque, elle, caractérise la rémunération
du capital, c’est-à-dire la rémunération attendue par les actionnaires.

Ainsi, cet indicateur est capable de donner une vision plus précise et plus complète de
la performance réelle d’une ligne d’assurance ou d’un portefeuille.

Figure 1.4 – Calcul du Ratio Économique Combiné

1.3.4 Le Ratio Économique combiné comme indicateur cependant
statique et inapte à l’optimisation

Il apparaît donc que le Ratio Économique Combiné est un bon indicateur s’il est question
d’évaluer la performance réelle de chaque ligne d’assurance en prenant en compte à la fois
le risque et le rendement. C’est une mesure qui est notamment particulièrement adaptée
dès qu’il est question de comparer différentes lignes entre elles. Toutefois, cet indicateur ne
permet pas de répondre à la problématique posée dans cette étude.
L’objectif est en effet ici de déterminer quelles combinaisons d’évolution des lignes d’assu-
rance qui composent un portefeuille peuvent être considérées comme optimales. Or, de par
sa structure, cet indicateur est incapable de répondre aux questions suivantes :

— Comment le risque et le rendement du portefeuille évoluent-ils en fonction de la taille
de la ligne d’assurance ?

— À quel point l’apport des différentes lignes d’assurances en termes de diversification
est-il important ?

— Existe-t-il une évolution de la taille de la ligne d’assurance qui permette d’augmenter
le rendement sans augmenter le risque, ou inversement ?

L’évaluation des différents indicateurs souvent utilisés pour évaluer le risque, le rende-
ment ou la performance d’une ligne ou d’un portefeuille révèle donc que ces indicateurs ne
peuvent en offrir une vision statique, et sont donc insuffisants dans le cadre de cette étude.
Ainsi, il apparaît nécessaire de se tourner vers d’autres méthodes que les indicateurs usuels
pour répondre à la problématique de cette étude.
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1.4 Les caractéristiques de la base de données d’assu-
rance utilisée pendant cette étude

Lors de cette étude, une approche permettant de répondre à la problématique posée a
pu être appliquée à un portefeuille de lignes d’assurance de grands risques du groupe AXA.
Par conséquent, il est nécessaire de rappeler les caractéristiques du portefeuille étudié et de
la base de données associée afin de comprendre leur impact sur la modélisation.
Le fait que le portefeuille de lignes étudié ne contienne que des lignes de grands risques n’est
par exemple non sans impact sur les analyses effectuées. En effet, de manière générale, le
lien entre la prime perçue et la taille d’une ligne d’assurance pourrait être étudié à l’aide
d’une étude d’élasticité. Cela se comprend par le fait que, si la demande est élastique, et que
le marché est donc sensible à une diminution de tarifs, alors une augmentation de la taille
d’une ligne pourrait se faire aisément aux prix d’une prime perçue plus faible. Toutefois, les
données sur l’élasticité de la demande aux primes sont rarement disponibles et fiables dans
le cas des grands risques. Cette analyse dut par conséquent être écartée lors de cette étude.

Cet exemple illustre donc la nécessité de se pencher sur les données disponibles pour ce
portefeuille avant d’explorer les modèles développés.
La base de données utilisée est en effet d’autant plus particulière qu’il s’agit des sorties du
modèle interne AXA. Ainsi, la section 1.4.1 montrera que les données utilisées sont en réalité
les simulations d’un certain nombre de variables calibrées au préalable.
En outre, la section 1.4.2 explorera le fait les données utilisées ont pour caractéristiques
d’être agrégées par lignes d’assurance de grands risques, ce qui réduit mécaniquement le
niveau de granularité auquel il fut possible de travailler lors de cette étude.

1.4.1 Une base de données constituée de simulations de variables
aléatoires

De manière générale, la base de données utilisée lors de cette étude est composé de
diverses variables annuelles pour chacune des n = 55 lignes d’assurance qui constituent le
portefeuille dont l’optimisation est recherchée. Pour chaque ligne, les lois de probabilité de
variables telles les frais, les primes perçues, les sinistres, ou encore le résultat sont calibrées
dans le cadre du modèle interne utilisé pour estimer le SCR.
C’est donc les simulations de ces différentes variables qui composent la base de données
utilisée lors de cette étude. Ainsi, pour chaque ligne d’assurance considérée, les lois de
probabilités calibrées au sein du modèle interne apparaissent dans la base de données sous
la forme de S = 50000 réalisations pour chacune des variables.
Autrement dit, pour une ligne d’assurance i ∈ [1, n], la base de données comprend les
simulations suivantes :

— Fraisi = (Fraisi,1, ..., F raisi,S)

— Primesi = (Primesi,1, ..., P rimesi,S)

— Sinistresi = (Sinistresi,1, ..., Sinistresi,S)

— Resultati = (Resultati,1, ..., Resultati,S)
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Ces variables sont en outre décomposées entre réalisations nettes de réassurance et réa-
lisations brutes de réassurance. Pour toute réalisation s ∈ [1, S], les variables suivantes sont
donc observées :

— Fraisi,s = (Fraisbruti,s , F raisneti,s )

— Primesi,s = (Primesbruti,s , P rimesneti,s )

— Sinistresi,s = (Sinistresbruti,s , Sinistresneti,s )

— Resultati,s = (Resultatbruti,s , Resultatneti,s )

Une caractéristique supplémentaire de cette base de données est le fait que les sinistres
sont soumis à une décomposition supplémentaire, selon le type de risque auxquels ils corres-
pondent. Ainsi, une réalisation de la variable des sinistres annuels correspond à la somme
de la réalisation des sinistres atypiques, des sinistres attritionnels, et des sinistres liés aux
catastrophes :

Sinistresbruti,s = SinistresATT,brut
i,s + SinistresATY,brut

i,s + SinistresCAT,brut
i,s

Sinistresneti,s = SinistresATT,net
i,s + SinistresATY,net

i,s + SinistresCAT,net
i,s

Enfin, il convient de noter que ces variables ne sont pas simulées de manière indépen-
dante. Pour une simulation s, l’équation suivante est par exemple vérifiée :

Resultati,s = Primesi,s − (Chargesi,s + Sinistresi,s) (1.6)

Cette non-indépendance trouvera surtout son importance lors des calculs de risque. Les
variables de sinistres sont en effet simulées ou agrégées de sorte à respecter des matrices de
corrélations données :

Ωlignes =

 1 ρ1,2 . . .
... . . .

ρ1,n 1



Ωrisques =

 1 ρATT,ATY ρATT,CAT

ρATY,ATT 1 ρATY,CAT

ρCAT,ATT ρCAT,ATY 1



La base de données utilisée lors de cette étude ne correspond donc pas aux observations
réelles de diverses variables, mais aux simulations de ces variables calibrées sous plusieurs
hypothèses. Ainsi, une estimation des lois de probabilités de chaque variable est observée.
L’objectif de cette étude n’est pas de remettre en question ces hypothèses, mais de les utiliser
afin de mettre en place un modèle d’optimisation. La possibilité d’imprécisions au sein de ces
estimations pourra être étudiée, mais le développement du modèle sera en général effectué
sous l’hypothèse que les distributions de probabilité sont connues.



20 Chapitre 1. Les enjeux stratégiques de cette étude

Figure 1.5 – Extrait de la base de données utilisée (données anonymisées)

1.4.2 Une base de données agrégée par ligne d’assurance

Une caractéristique supplémentaire et importante de la base de données utilisée est en
outre le fait que chaque observation est agrégée au niveau de la ligne d’assurance.

Pour déterminer la loi de probabilité de la sinistralité annuelle brute de la ligne i ∈ [1, n]

( Sinistresbruti ) le modèle interne simule en réalité plusieurs sinistres. Leur nombre peut
être simulé à partir d’hypothèses de fréquence, tandis que leur montant peut être simulé à
partir d’hypothèses de sévérité.

Ainsi, pour chaque ligne i ∈ [1, n] et pour chaque simulation s ∈ [1, S], en notant Ci,s la
fréquence de sinistres, Ki,s le nombre de contrats associés à cette ligne et (Sinistresbruti,s )c le
montant du c-ième sinistre simulé :

Sinistresbruti,s =

Ci,s∑
c=1

(Sinistresbruti,s )c

Primesbruti,s =

Ki,s∑
k=1

(Primesbruti,s )k

Fraisbruti,s =

Ki,s∑
k=1

(Fraisbruti,s )k

Ainsi, la réalisation agrégée Sinistresbruti,s est observée, contrairement à la réalisation du
sinistre individuel (Sinistresbruti,c )s qui ne l’est pas.

Cette agrégation trouvera notamment son importance lorsqu’il sera question de prendre
en compte l’impact de la réassurance. En effet, bien que les traités d’assurance soient souvent
définis pour toute une ligne, l’application de la réassurance se fait sinistre par sinistre.
Ainsi, en notant f

(s)
i,c l’impact de l’ensemble des traités de réassurance qui influent sur le

c-ième sinistre (avec c ∈ [1, Ci,s]), la variable des sinistres nets de la ligne i s’obtient de la
façon suivante :
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Sinistresneti,s =

Ci,s∑
c=1

f
(s)
i,c ((Sinistres

brut
i,s )c)

= fi,s(

Ci,s∑
c=1

(Sinistresbruti,s )c)

= fi(Sinistres
brut
i,s ) + ϵi,s

Ainsi, puisque les structures précises des traités fi,c et des sinistres simulés Sinistresbruti,c

sont inobservées, les fonctions de réassurance exactes ne peuvent être déterminées.

La base de données utilisée pose donc des contraintes particulières lors du développement
du modèle d’optimisation. En effet, si sa nature permet de déterminer de manière presque
automatique les lois de probabilités des diverses variables importantes à la réalisation du
modèle, le fait qu’elle soit agrégée signifie que certaines informations ne peuvent pas être
connues précisément.
En outre, il convient de noter que les lois de probabilités ne sont connues que grâce à
des simulations réalisées sous certaines hypothèses. Certes, une discussion autour de la
pertinence de ces hypothèses dépasse largement le cadre de cette étude. Toutefois, il sera
nécessaire de prendre en compte l’incertitude que cela engendre lors de l’étude des résultats
du modèle qui sera développé dans les parties suivantes.

Ainsi, afin de répondre à la problématique posée, deux modèles similaires fondés sur les
travaux de mathématiques financières d’optimisation du portefeuille ont été développés et
testés sur le portefeuille d’assurance d’AXA.
L’objectif du premier, développé en partie 2, est d’optimiser le portefeuille brut de réas-
surance. Autrement dit, l’objectif stratégique est d’optimiser dans un premier temps le
portefeuille de base, afin de décider de la structure de réassurance souhaitée dans un second
temps.
L’objectif du second, développé en partie 3, est au contraire d’optimiser le portefeuille net de
réassurance. Ainsi, la question est de déterminer, avec une structure de réassurance donnée,
quelle combinaison d’évolution des lignes d’activité permettrait d’aboutir au portefeuille
d’assurance optimal.



Chapitre 2

L’écriture du programme d’optimisation
brut de réassurance

L’enjeu de cette étude est donc le développement du modèle qui soit capable de déter-
miner le portefeuille d’assurance optimal d’une entreprise d’assurance avant réassurance.
Autrement dit, l’objectif est de déterminer l’allocation optimale de l’exposition au risque
d’une entreprise d’assurance entre ses différentes lignes d’activité. Ce n’est donc qu’une fois
cette optimum trouvé que l’entreprise cherchera à optimiser sa structure de réassurance, et
c’est donc un aspect qui est volontairement écarté dans cette partie.

Or, un des problèmes usuels en mathématiques financières est le problème d’optimisation
d’un portefeuille financier. La question est la suivante : si un investisseur souhaite investir
sur un marché financier, existe-t-il une d’allocation de richesse entre les actifs disponibles
sur le marché qui soit optimale ?
Dans le cadre de la finance quantitative, il est en général supposé qu’un investisseur est
rationnel et averse au risque. Ainsi, son objectif est de maximiser le rendement espéré du
portefeuille tout en en minimisant le risque. Le problème d’optimisation qui en découle est
donc similaire à celui que cette étude cherche à résoudre, et c’est pourquoi les travaux d’ana-
lyse financière qui répondent à cette question ont été utilisés comme socle à partir duquel
l’algorithme recherché a pu être développé.

Ainsi, cette partie, centrée sur le développement du modèle théorique développé lors
de cette étude commencera par la présentation de problématiques de mathématiques finan-
cières. En particulier, la section 2.1 reviendra sur la frontière efficiente, notion que Markowitz
utilise pour la première fois en 1952 pour résoudre un problème financier d’optimisation à
double-objectif.
Il existe toutefois des différences significatives entre les secteurs d’assurance et de finance,
ce qui empêche l’application immédiate de ces travaux à un portefeuille d’assurance. En
particulier, il conviendra de revenir sur le calcul du rendement et de déterminer une mesure
de risque adéquate, ce qui sera effectué dans les sections 2.2 et 2.3 respectivement.

2.1 La modélisation de l’optimisation d’un portefeuille
d’actifs : la frontière efficiente de Markowitz

L’analyse que Markowitz offre dans sa publication de 1952 part d’un constat : l’idée
selon laquelle un investisseur rationnel n’optimiserait son portefeuille d’actifs qu’en fonction

22
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de son rendement espéré est erronée [18]. En effet, si le risque associé à un actif peut être
rattaché au rendement par la notion de la prime de risque, il est cependant impossible de
prendre en compte la diversification entre les actifs d’un portefeuille avec la seule notion de
rendement espéré.

Dans le but de démontrer cette hypothèse et d’offrir une résolution théorique au problème
d’optimisation de l’investisseur, les travaux de Markowitz commencent par une définition
formelle du problème d’optimisation, explorée en section 2.1.1, avant de résoudre ce problème
en utilisant la notion de Frontière Efficiente définie en section 2.1.2.

2.1.1 Le problème à la base des mathématiques financières : l’op-
timisation de l’arbitrage entre rendement et risque

Par souci de simplicité, le modèle présenté ici sera celui d’un modèle à deux périodes,
notées t0 et t1, et le taux d’actualisation sera fixé à 0. Le marché à partir duquel l’investisseur
construit son portefeuille dispose donc des caractéristiques suivantes :

1. Il existe N actifs financiers disponibles sur le marché
2. La valeur de l’actif i ∈ (1, ..., N) est notée Vi,t∈(t0,t1)

— - La valeur initiale Vi,t0 est supposée connue
— - La valeur future Vi,t1 est aléatoire

3. Le rendement espéré de l’actif i sur la période est noté ri = E[
Vi,t1

Vi,t0
]

4. La volatilité du rendement de l’actif i est notée σi =
√

V ar(
Vi,t1

Vi,t0
)

5. Soit i, j ∈ (1, ..., N) deux actifs financiers. On note alors ρi,j leur coefficient de cor-
rélation, et Ω = (σi,j)1≤i,j≤N la matrice de covariance correspondante.

Une des hypothèses fondamentales de ce problème d’optimisation est le fait que l’inves-
tisseur est averse au risque. Autrement dit, l’objectif de l’investisseur est de maximiser le
rendement de son portefeuille tout en minimisant le risque qu’il génère.
Afin d’aboutir à cet objectif, l’investisseur dispose d’une richesse initiale V0 qu’il est libre
de répartir entre chaque actif présent sur le marché. En notant (ω1, ..., ωN) la proportion
de V0 allouée à chaque actif, la décision de l’investisseur est donc soumise aux contraintes
suivantes :

— (c1) :
∑N

i=1 ωi = 1

— (c2) : ωi ≥ 0 pour tout i ∈ (1, ..., N)

Il convient ici de noter que la contrainte (c2) peut être levée si les positions courtes sont
autorisées, mais cela ne change pas les conclusions dans ce cadre.

En t1, la valeur du portefeuille associé à la décision ω = (ω1, ..., ωN) est donc de V1 =

V0

∑N
i=1 ωi

Vi,t1

Vi,t0
.

Le rendement espéré du portefeuille prend ainsi la valeur suivante :

r(ω) =
N∑
i=1

ωiri (2.1)
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De même, le risque associé à cette décision, noté σ(ω) est tel que :

σ(ω)2 = V ar(
V0

V1

) =
N∑
i=1

N∑
j=1

ωiωjσi,j

Le programme de l’investisseur prend ainsi la forme suivante :

min
ωi(1≤i≤N)

(−r(p), σ(p))

s.c.

N∑
i=1

ω
(p)
i = 1

∀i ∈ (1, ..., N), ω
(p)
i ≥ 0

(2.2)

L’enjeu de ce problème d’optimisation est donc dorénavant de déterminer la forme de
l’ensemble des solutions.

Figure 2.1 – Représentation de la décision effectuée par l’investisseur financier

2.1.2 Le résultat du programme d’optimisation : la frontière effi-
ciente

Afin de résoudre le programme d’optimisation de l’investisseur, il convient d’introduire
deux notions supplémentaires. Tout d’abord vient la notion d’efficience du marché, qui sup-
pose que ri, σi et Ω sont supposés connus par l’investisseur.

Ensuite vient la notion de portefeuilles admissibles. Les contraintes placées sur les poids
ωi donnent en effet lieu à un ensemble infini, mais délimité de stratégies d’allocations d’actifs.
On appelle donc Portefeuille admissible tout portefeuille P dont les poids respectifs ω(p)

respectent les conditions
∑N

i=1 ω
(p)
i = 1 et ω

(p)
i ≥ 0.

L’ensemble de ces portefeuilles admissibles sera noté AP , et l’ensemble des rendements et
volatilités associés à ces portefeuilles respectivement r(A

P ) et σ(AP )

Dans un tel cadre, s’il n’était question que d’optimiser le rendement, il suffirait de prendre
une combinaison linéaire des actifs dont le rendement est maximal. En notant (a1, ...aA)

l’ensemble des actifs tels que ∀k ∈ (1, ...A), rak = max(r1, ..., rN) = ra, un portefeuille à
l’optimum serait donc tout portefeuille admissible qui soit de la forme suivante :
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r(p0) =
A∑

k=1

ωakrak = ra (2.3)

Or, un tel portefeuille est en réalité sous-optimal en général, car les notions de risque et
de diversification sont dans ce cas ignorées.

Résoudre un tel programme d’optimisation multi-objectif revient donc finalement à dé-
terminer l’ensemble des optima de Pareto, c’est-à-dire l’ensemble des allocations pour les-
quelles il est impossible d’optimiser un critère davantage sans en pénaliser un autre. Cela
signifie que la solution programme ci-dessus peut en réalité se réécrire comme les solutions
de l’ensemble des problèmes d’optimisation à un objectif suivant :

max
ωi(1≤i≤N)

(r(p))

s.c.

N∑
i=1

ω
(p)
i = 1

∀i ∈ (1, ..., N), ω
(p)
i ≥ 0

σ(p) ≤ σ0 avec σ0 ∈ [min(σ(Ap)),max(σ(Ap))]

(2.4)

Ainsi, en notant σ0 ∈ [min(σ(Ap)),max(σ(Ap))] une volatilité atteignable et r0 la solution
au programme d’optimisation associé (2.4), l’ensemble des couples (r0, σ0) correspond aux
solutions du programme d’optimisation de l’investisseur (2.2). Représenté graphiquement,
cet ensemble solution est appelé frontière efficiente.

Figure 2.2 – représentation de la Frontière efficiente (source : [18])

Dès lors, l’objectif est non seulement d’adapter ce problème d’optimisation à un porte-
feuille de lignes d’assurance, mais aussi de déterminer si une frontière efficiente analogue
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peut être déterminée.

2.1.3 Passer du problème d’optimisation d’un portefeuille d’actifs
financiers à un portefeuille de lignes d’assurance

Comme mentionné précédemment, s’il est question dans les deux cas de maximiser le
rendement tout en minimisant le risque, il existe des différences fondamentales entre l’opti-
misation d’un portefeuille d’assurance et celle d’un portefeuille d’actifs financier. En parti-
culier, si l’hypothèse simplificatrice d’absence de coûts de transaction peut être posée pour
développer un modèle financier, en assurance, l’hypothèse selon laquelle il n’y a aucun coût
de transaction, ou de friction lors de l’application d’une décision d’investissement est invrai-
semblable.

Admettons, par exemple, que l’actif i ne soit intéressant ni en termes de rendement, ni
en termes de risque ou de diversification. Le poids optimal ω∗

i est donc 0. Dans ce cas, il
serait aisé pour l’investisseur de ne pas acheter cet actif, ou bien de vendre la quantité d’actif
dont il dispose.
À l’inverse, si une entreprise d’assurance constate qu’une ligne d’assurance est non pertinente
du point de vue du profil rendement/risque, la possibilité de clore cette ligne immédiatement
est pour le moins irréaliste. En effet, non seulement l’entreprise est-elle dans ce cas tenue
de respecter ses engagements au long-terme déjà fixés, mais cela aurait aussi de nombreuses
conséquences en terme d’emploi, d’image, ou de synergie avec le reste des lignes d’assurance.

Afin de pouvoir ultérieurement prendre cet aspect en compte sous formes de contraintes,
le choix a été fait de ne pas raisonner en termes de proportion (ωi)1≤i≤n de la valeur du
portefeuille, mais d’optimiser l’évolution (δi)1≤i≤n de la taille de chaque ligne d’assurance.
Ici, une évolution de la taille d’une ligne est définie comme la variation de l’exposition au
risque de la ligne d’assurance.
En pratique, mesurer précisément l’exposition du risque n’est pas une tâche triviale. Une
bonne mesure d’exposition doit en effet être capable de quantifier le risque assuré sur une
période donnée de manière à fournir la meilleure estimation possible du prix du risque as-
suré. Toutes choses égales par ailleurs, la prime perçue doit donc être proportionnelle à la
mesure de l’exposition au risque choisie.

Au cours de cette étude, le choix a été de mesurer l’évolution de l’exposition au risque par
la variation du nombre de contrats associés à la ligne d’intérêt. Cette définition, relativement
simple, se comprend aisément dans le cas de l’assurance des biens. Si une ligne d’assurance
voit son nombre de contrats doubler, et que ces contrats sont relativement similaires à ceux
déjà souscrits, il est de fait naturel de considérer que le risque a doublé.
Toutefois, si cette définition a l’avantage d’être intuitive, il convient de noter qu’il s’agit en
réalité d’une simplification qui suppose que les risques soient homogènes. Or, cette hypothèse
n’est notamment pas avérée dans le cas des grands risques. Elle sera toutefois maintenue
afin de simplifier les calculs au cours de cette étude.

En notant Rdmt(δ1, ..., δn) et Risk(δ1, ..., δn) respectivement les valeurs de la mesure
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de rendement et de la mesure du risque du portefeuille d’assurance après application des
évolutions (δi)1≤i≤n, le programme d’optimisation est donc le suivant :

min
δi(1≤i≤n)

(−Rdmt(δ1, ..., δn), Risk(δ1, ..., δn))

s.c. β
(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

(2.5)

Avec β
(min)
i le taux d’évolution en deçà duquel réduire la ligne d’assurance i davantage

serait irréaliste et β
(max)
i son augmentation maximale. Si ces contraintes sont fixées, c’est

parce qu’elles permettent d’intégrer divers phénomènes au programme d’optimisation :
— La contrainte d’évolution minimale β

(min)
i reflète le fait qu’une réduction trop im-

portante de l’activité d’une ligne n’est pas souhaitable, et que les engagements de
l’assureur rendent un tel processus long à implémenter.

— La contrainte d’évolution maximale β
(max)
i est fixée car, en pratique, il peut être très

difficile de croître de manière significative sur une ligne d’assurance. Augmenter le
nombre de contrats, par exemple, est une tâche ardue sans jouer sur le montant de
primes demandée à l’assuré.

Il convient donc maintenant de définir des mesures de rendement et de risque cohérentes
avec le problème posé. Ainsi, la valeur Rdmt(δ1, ..., δn) sera définie en section 2.2, et la valeur
Risk(δ1, ..., δn) en section 2.3

Figure 2.3 – Représentation de la décision effectuée par l’assureur

2.2 Le rendement économique d’un portefeuille de lignes
d’assurance

Déjà défini en section 2.1.1, le rendement ri d’un actif financier i n’est autre que l’évo-
lution de sa valeur de marché sur une période donnée V i, t1/V i, t0. Cependant, il serait
peu pratique de définir le rendement d’une ligne d’assurance de manière analogue, car cela
nécessiterait l’estimation de la valeur de cette ligne. Or, contrairement à un actif financier,
une valeur de marché est rarement disponible, et il faudrait de toutes manières être capable
de l’estimer après application de l’évolution δi.

L’objectif de cette sous-partie est donc tout d’abord de définir le rendement d’une ligne
d’assurance i Rdmti(1), ce qui sera effectué en section 2.2.1, puis celui du portefeuille d’as-
surance entier Rdmt(1, ..., 1) en section 2.2.2. Enfin, les hypothèses supplémentaires né-
cessaires à l’estimation du rendement après application de la stratégie de développement
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Rdmt(δ1, ..., δn) seront précisées en section 2.2.3.

2.2.1 Définir le rendement d’une ligne d’assurance

Le rendement espéré, de manière très générale, peut être défini comme la réponse à la
question : "Quelle quantité de richesse cet investissement générera-t-il en moyenne ?"
Dans le cas des actifs financiers, qui sont souvent des titres de créances échangeables, l’évo-
lution de leur valeur de marché est un bon moyen d’obtenir la réponse à cette question. Sous
l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage, le prix d’un actif reflète en effet la valeur
actualisée des flux futurs. Il y aurait ainsi équivalence entre détenir le titre à maturité ou le
vendre sur les marchés financiers.

Or, une ligne d’assurance n’a en général pas vocation à être échangée, et c’est donc
exclusivement la valeur actualisée des flux futurs qui intéresse une entreprise d’assurance.
Dans cette étude, c’est donc le résultat actuariel de l’année t+1 de la ligne qui sera retenu.
Ainsi, avec les notations :


ResultDisc

i et ResultUndisc
i = Résultats techniques de i actualisé et non actualisés

PrimeDisc
i et PrimeUndisc

i = Primes de i actualisées et non actualisées
FraisDisc

i et FraisUndisc
i = Frais de i actualisés et non actualisés

SinistreDisc
i et SinistreUndisc

i = Sinistres de i actualisées et non actualisées
(2.6)

pour la ligne i ∈ {1, ..., n}, avec δi = 1, le rendement correspond à la variable aléatoire
suivante :

Rdmti = ResultDisc
i × (1− TxImposition) (2.7)

L’importance de la distinction entre les variables actualisées et les variables non actuali-
sées apparaît dès lors que la dimension du temps est prise en compte. En effet, si les primes
sont généralement acquises sur une période d’un an, le paiement des sinistres peut s’étaler
sur une période bien plus longue. De la sorte, si le taux d’actualisation est positif, l’effet
d’actualisation est plus fort sur les sinistres que sur les primes. Cela augmente donc le ré-
sultat actualisé par rapport au résultat non actualisé.

Afin de faire le lien entre le rendement et les indicateurs définis en partie 1.3.3, le ren-
dement peut se réécrire de la manière suivante :

Rdmti = (ResultDisc
i +ResultUndisc

i −ResultUndisc
i )× (1− TxImposition)

Par définition la définition de Resulti (1.6), l’égalité suivante est donc vérifiée :
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Rdmti = [(PrimeUnisc
i − FraisUndisc

i − SinistreUndisc
i ) +ResultDisc

i − ResultUndisc
i ]

× (1− TxImposition)

= PrimeUndisc
i × (

PrimeUndisc
i − FraisUndisc

i − SinistreUndisc
i

PrimeUndisc
i

− ResultDisc
i −ResultUndisc

i

PrimeUndisc
i

)× (1− TxImposition)

= PrimeUndisc
i × (1− FraisUndisc

i + SinistreUndisc
i

PrimeUndisc
i

− ResultDisc
i −ResultUndisc

i

PrimeUndisc
i

)

× (1− TxImposition)

Le rendement espéré avant application des facteurs d’évolutions, c’est-à-dire le rendement
espéré lorsque δ1 = ... = δn = 1 est donc de :

Rdmti(1) = E [Rdmti]

= PrimeUndisc
i ×

(
1− E

[
FraisUndisc

i + SinistreUndisc
i

PrimeUndisc
i

]
− E

[
ResultDisc

i −ResultUndisc
i

PrimeUndisc
i

])
× (1− TxImposition)

Il apparaît donc que :

Rdmti(1) = PrimeUndisc
i × (1− CRi − ETi)× (1− TxImposition)

avec :

CRi = E
[
FraisUndisc

i + SinistreUndisc
i

PrimeUndisc
i

]
le Ratio Combiné

ETi = E
[
ResultUndisc

i −ResultDisc
i

PrimeUndisc
i

]
l’Effet-temps

(2.8)

Écrire le rendement de cette manière présente plusieurs intérêts. Tout d’abord, cette
écriture permet de faire aisément le lien entre le rendement et le ratio combiné (1.3.3).
En effet, plus le ratio combiné sera élevé, plus le rendement sera faible, et inversement.

De plus, cette écriture permet de mettre en lumière l’impact de l’effet-temps sur les
différentes lignes d’assurance. En effet, certaines lignes d’assurance peuvent être considérées
comme "longues", c’est-à-dire que les paiements de sinistres sont effectués après une durée
de temps significative. Cela a donc pour impact d’augmenter la différence entre le résul-
tat actualisé ResultDisc et le résultat non actualisé ResultUndisc. Ainsi, en décomposant le
rendement cette manière, cet effet peut être estimé de manière plus précise.

Enfin, cette écriture permet d’identifier les facteurs dont il faut mesurer la sensibilité à
δi afin de calculer le rendement. Puisque le taux d’imposition ne dépend que du contexte
économique et politique, seuls le montant de prime, le ratio combiné et l’effet-temps ne
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peuvent dépendre de δi. Le calcul du rendement est donc automatique dès lors que les
valeurs suivantes sont connues de manière explicite :

PrimeUndisc
i (δi)

CRUndisc
i (δi)

ETUndisc
i (δi)

Ainsi, l’objectif est désormais de déterminer comment calculer non plus le rendement
d’une seule ligne d’assurance, mais le rendement de l’ensemble du portefeuille, ainsi que de
déterminer comment évoluent le Ratio combiné, l’effet-temps et la prime en fonction des
facteurs δ.

2.2.2 Définir le rendement du portefeuille d’assurance

Maintenant que le rendement espéré d’une unique ligne d’assurance Rdmti(1) est connu,
il est possible d’appliquer la même méthodologie au rendement espéré du portefeuille du
portefeuille complet.

Ainsi, en notant Rdmt(p)(1) le rendement du portefeuille après application des évolutions,
il apparaît que :

Rdmt(p)(1) = PrimeUndisc
(p) × (1− CR(p) − ET(p))× (1− TxImposition) (2.9)

Or, la prime totale, les frais totaux, la sinistralité totale, et donc le résultat total du porte-
feuille correspond simplement à la somme des primes et des sinistres des lignes individuelles :


Prime(p)(1) =

∑n
i=1 Primei(1)

Frais(p)(1) =
∑n

i=1 Fraisi(1)

Sinistres(p)(1) =
∑n

i=1 Sinistresi(1)

Result(p)(1) =
∑n

i=1 Resulti(1)

(2.10)

Il est donc possible de démontrer que :

Rdmt(p)(1) =
n∑

i=1

PrimeUndisc
i × (1− CRi − ETi)× (1− TxImposition)

=
n∑

i=1

Rdmti(1)

(2.11)

Ainsi, pour calculer le rendement espéré du portefeuille total, il suffit de connaître le
rendement des lignes individuelles.

L’enjeu est donc désormais d’être en mesure d’estimer le rendement des lignes indi-
viduelles après application de leurs stratégies d’évolutions respectives. Pour ce faire, un
certain nombre d’hypothèses devront être posées sur l’impact des facteurs d’évolution δ sur
les diverses variables d’une ligne d’assurance.
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2.2.3 Les hypothèses liées à l’impact du facteur d’évolution sur le
portefeuille d’assurance

Le rendement d’une ligne d’assurance et le rendement du portefeuille d’assurance étant
maintenant définis dans le cas (δi)1≤i≤1 = 1, il convient de déterminer comment évoluent ces
rendements lorsque (δi)1≤i≤1 ̸= 1. Comme cela a été démontré en partie 2.2.1, cela revient
donc à déterminer comment évoluent la prime, le Ratio Combiné et l’effet-temps en fonction
de δi.
Pour ce faire, un certain nombre d’hypothèses devront être posées.

L’hypothèse de linéarité des primes

La première hypothèse posée sera l’hypothèse de linéarité des primes. Comme men-
tionné ci-dessus, le paramètre δi en fonction duquel l’optimisation est effectuée correspond
à la croissance de la ligne d’assurance i, mesurée par l’évolution du nombre de contrats
associés à cette ligne.
Ainsi, soit Ci le nombre de contrats de la ligne i, et soient primei,c(1) et primei,c(δi) res-
pectivement les primes perçues avec le contrat c ∈ {1, ..., Ci} avant et après évolution de la
ligne. Les montants de prime totaux par ligne s’écrivent donc de la manière suivante :


Primei(1) =

Ci∑
c=1

primei,c(1) les primes totales de la ligne i avant évolution

Primei(δi) =

δi×Ci∑
c=1

primei,c(δi) les primes totales de la ligne i après évolution

Or, le montant de primes associé au contrat c ∈ {1, ..., Ci} ne relève que très peu de
l’aléa. En supposant que les primes perçues par contrats sont indépendantes de l’évolution
de l’exposition au risque, c’est-à-dire que ∀c , primei,c(1) = primei,c(δi) , la prime totale de
la ligne i après évolution se calcule donc la manière suivante :

Primei(δi) =

δi×Ci∑
c=1

primei,c(δi)

=

δi×Ci∑
c=1

primei,c(1)

= δi ×
Ci∑
c=1

primei,c(1)

Dès lors, l’hypothèse de linéarité des primes fixées s’énonce telle que :

Primei(δi) = δi × Primei(1)
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L’hypothèse de linéarité des Frais

L’hypothèse de linéarité des frais consiste à considérer que ceux-ci évoluent de manière
conjointe aux primes. Autrement dit, il est considéré que :

Fraisi(.) = ai × Primei(.)

Ce qui, par l’hypothèse de linéarité des primes, a la conséquence suivante sur l’évolution
des frais :

Fraisi(δi) = δi × Fraisi(1)

En pratique, cette hypothèse peut ne pas être avérée, car un certain volume de frais
fixes indépendants du montant de primes seraient à prendre en compte. Toutefois, l’impact
de cette hypothèse sur le programme d’optimisation n’est en réalité que marginal ; elle sera
donc considérée afin de simplifier l’écriture des calculs.

L’hypothèse de linéarité de l’actualisation

La seconde hypothèse posée sera ici l’hypothèse de linéarité de l’actualisation. Au cours
de cette étude, il est donc considéré que la courbe des taux d’actualisation r est constante,
ou tout du moins ne dépend pas de δi.
En effet, le taux d’actualisation découle du fait qu’il peut exister un temps de latence entre
le moment où la prime est perçue et le moment où le sinistre est indemnisé, ce qui permet
aux assureurs de fructifier les primes.

Cette hypothèse revient donc à supposer que :
— la décision d’évolution d’une entreprise d’assurance n’a pas d’impact significatif sur

les prix sur les marchés financiers
— la décision d’évolution n’a pas d’impact sur la structure des placements effectués
En pratique, il est peu probable que la performance d’une entreprise d’assurance particu-

lière ait un impact significatif sur les marchés financiers dans leur ensemble. Cette première
hypothèse est donc raisonnable.
De même, l’actualisation est ici effectuée avec le taux sans risque. Ainsi, s’il est possible que
la performance d’une ligne puisse influencer la structure réelle des placements, cela n’a pas
d’impact sur le programme d’optimisation. C’est donc uniquement de la duration de la ligne
que va dépendre l’effet-temps. Or, la duration ne reflète que la durée de temps moyenne sur
laquelle les sinistres sont payés, et est donc indépendante du facteur δ.
Cette hypothèse est donc justifiée en pratique.

En supposant qu’un sinistre est payé en t+1, l’impact de cette hypothèse est le suivant :

{
SinistreDisc

i (1) =
SinistreUndisc

i (1)

(1+r)
par définition

SinistreDisc
i (δi) =

SinistreUndisc
i (δi)

(1+r)
par définition

⇒ SinistreUndisc
i (δi)

SinistreUndisc
i (1)

=
SinistreDisc

i (δi)

SinistreDisc
i (1)

(2.12)

Autrement dit :
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si SinistreUndisc
i (δi) = αiSinistre

Undisc
i (1)

alors SinistreDisc
i (δi) = αiSinistre

Disc
i (1)

(2.13)

L’hypothèse de linéarité des Sinistres :

La dernière hypothèse posée sera l’hypothèse de la linéarité des sinistres en fonction de
l’exposition au risque. Pour l’énoncer, le nombre attendu de sinistres commencera par être
étudié. Ainsi, en notant bi,c(1) et bi,c(δi) les variables aléatoires correspondant respectivement
au nombre de sinistres associés contrat c ∈ {1, ..., Ci} avant et après évolution de la ligne i :


Bi(1) =

Ci∑
c=1

bi,c(1) Le nombre total de sinistres de la ligne i avant évolution

Bi(δi) =

δi×Ci∑
c=1

bi,c(δi) Le nombre total de sinistres de la ligne i après évolution

Par un raisonnement analogue à celui effectué pour les primes, en supposant que bi,c(1)

et bi,c(δi) sont de même loi, cela implique que :

E [Bi(δi)] = δi × E [Bi(1)]

Or, en notant sinistrei,b(1) et sinistrei,b(δi) les variables aléatoires correspondant aux
montants du b-ième sinistre respectivement avant et après évolution de la ligne, la sinistralité
totale est de :


Sinistrei(1) =

Bi(1)∑
b=1

sinistrei,b(1) avant évolution

Sinistrei(δi) =

Bi(δi)∑
b=1

sinistrei,b(δi) après évolution

Ainsi, en supposant que sinistrei,b(1) et sinistrei,b(δi) sont de même loi et que les va-
riables de coûts de sinistres et de nombre de sinistres sinistrei,b et Bi sont indépendantes,
la propriété de l’espérance fréquence-sévérité indique que :

E [Sinistrei(δi)] = E [Bi,b(δi)]× E [sinistrei,b(δi)]

= δi × E [Bi,b(1)]× E [sinistrei,b(1)]

= δi × E [Sinistrei(1)]

Ainsi, l’hypothèse de linéarité des sinistres s’appuie sur ce dernier résultat pour consi-
dérer que :

Sinistrei(δi) = δiSinistrei(1)i
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Il convient cependant à ce stade de noter que l’hypothèse selon laquelle les montants de
primes par contrat primei,c, le nombre de sinistres par contrats bi,c et le montant indemnisé
par sinistre sinistrei,b sont indépendants du facteur d’évolution δ est une hypothèse assez
forte.
En effet, pour la ligne i ∈ 1, .., n, un facteur δi supérieur à 1 revient par exemple à augmenter
la souscription de contrats au sein de la ligne. Or, cela se peut se révéler très difficile sans
mettre en place une politique tarifaire agressive.
Ainsi, le facteur δi ne peut en réalité dépasser un certain seuil qu’à condition de diminuer
le taux de marge. Autrement dit, il faudrait dans cas soit accepter de percevoir une prime
primei,c plus faible, soit d’accepter des contrats plus risqués, et donc accepter de voir les
montants ou fréquences de sinistres bi,c et sinistrei,b augmenter.

Si ces phénomènes sont intégrés au programme d’optimisation par la contrainte δi ≤
β
(max)
i , il serait aussi possible de les intégrer directement au sein de la fonction objectif.

Cela pourrait par exemple se faire en ajoutant les paramètres α1, α2 > 0 à la modélisation
de la manière suivante :

— Sinistrei(δi) = δi × Sinistrei(1)× (1 + α1)

— Primei(δi) = δi × Primei(1)× (1− α2)

Cependant, la calibration de ces paramètres doit dans ce cas faire l’objet d’une étude
approfondie et dépasse le cadre de l’analyse menée ici.

Enfin, il convient de rappeler que l’impact de la réassurance est ici négligé. En effet,
l’objectif de cette partie est d’optimiser le portefeuille d’assurance avant réassurance, ce qui
revient à déléguer le problème de la structure de réassurance à l’entreprise.
Cependant, lorsque l’optimisation sera faite sous l’hypothèse d’une structure de réassurance
donnée dans la partie 3, il sera nécessaire d’ajuster ces hypothèses pour prendre en compte
l’impact des traités non-proportionnels.

2.2.4 Estimer le rendement après application d’une stratégie d’évo-
lution

Maintenant l’impact du facteur d’évolution δ sur l’actualisation et sur les sinistres et
frais définis, il est possible de déterminer le ratio combiné et l’effet-temps après application
de la stratégie d’évolution. Il est donc possible de déterminer la valeur du rendement espéré
du portefeuille.

Ainsi, en utilisant l’hypothèse de linéarité des sinistres et des frais, il apparaît que l’im-
pact de δi sur le ratio combiné de la ligne i ∈ 1, ..., n est le suivant :
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RCi(δi) = E
[
FraisUndisc

i (δi) + SinistreUndisc
i (δi)

PrimeUndisc
i (δi)

]
= E

[
δi
(
FraisUndisc

i (1) + SinistreUndisc
i (1)

)
δiPrimeUndisc

i (1)

]
= RCi(1)

(2.14)

De même, l’impact de δi en utilisant les hypothèses de linéarité de l’actualisation et des
sinistres et frais, l’impact sur l’effet-temps est le suivant :

ETi(δi) = E
[
ResultUndisc

i (δi)−ResultDisc
i (δi)

PrimeUndisc
i (δi)

]
= E

[
δi
(
ResultUndisc

i (1)−ResultDisc
i (1)

)
δiPrimeUndisc

i (1)

]
= ETi

(2.15)

Sous ces hypothèses, le ratio combiné et l’effet-temps sont donc tous deux stables en
fonction du paramètre d’évolution δ. Ainsi, il est trivial de démontrer que le rendement
après évolution du portefeuille d’assurance total peut s’écrire de la manière suivante :

Rdmti(δi) = δi ×Rdmti(1)

Rdmt(δ1, ...δn) =
n∑

i=1

δi ×Rdmti(1)
(2.16)

Le programme d’optimisation se réécrit donc de la manière suivante :

min
δi(1≤i≤n)

(−
n∑

i=1

δi ×Rdmti(1), Risk(δ1, ..., δn))

s.c. β
(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

(2.17)

Ainsi, une fois le vecteur (Rdmt1(1), ..., Rdmtn(1)) déterminé, il n’est plus nécessaire de
recalculer le rendement à chaque étape de l’algorithme d’optimisation, ce qui diminuera sa
complexité de manière significative.

Il convient maintenant de définir le risque associé à un portefeuille d’assurance Risk(δ1, ..., δn)

afin de résoudre le programme d’optimisation souhaité.

2.3 Une mesure de risque du portefeuille d’assurance :
le Coût en capital

Maintenant la mesure de rendement Rdmt(δ1, ..., δn) adéquatement définie, il convient de
définir la mesure de risque Risk(δ1, ..., δn). S’il est possible de définir le risque d’une comme la
volatilité associée au rendement, en notant donc Risk(δ1, ..., δn) =

√
V ar(Rdmt(δ1, ..., δn)),
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un autre choix est effectué ici.
En effet, si l’écart-type est souvent utilisé en finance quantitative, le coût en capital a été
préféré lors de cette étude dans un objectif d’allocation stratégique du capital.

Ainsi, cette partie commencera par donner l’intuition derrière la notion de coût en capital
en section 2.3.1, et expliquer pourquoi cette notion répond aux problématiques des assureurs
sur le risque. Ensuite, la définition formelle de cette mesure pourra être donnée en section
2.3.2, et son mode de calcul sera exploré en section 2.3.4.

2.3.1 Le constat à l’origine de la notion de coût en capital

La notion de coût en capital vient du constat suivant : pour une entreprise d’assurance,
le risque a un coût.

Afin d’assurer sa pérennité et sa capacité à satisfaire ses engagements à indemniser ses
clients, une entreprise d’assurance se doit en effet de détenir une certaine quantité de fonds
propres. C’est justement cette quantité de fonds propres qui est encadrée par la législation
Solvabilité II, qui doit notamment être suffisante pour limiter la probabilité de ruine de
l’entreprise d’assurance à au plus 0.5%.
Il convient toutefois de noter qu’en pratique, les entreprises d’assurances limitent rarement la
quantité de capital au capital de solvabilité requis. En réalité, elles voudront plutôt maintenir
leur niveau de capital au-dessus de leur cible de ratio de couverture, c’est-à-dire le rapport
entre le capital détenu et le capital réglementaire.

Dès lors, la question de la provenance de ce capital se pose. Deux sources principales
sont à distinguer :

1. Les capitaux apportés par les actionnaires

2. Les capitaux acquis par l’activité économique

Ainsi, dans le cas d’une insuffisance de fonds propres, l’entreprise d’assurance sera ame-
née à demander plus de fonds propres aux actionnaires, en contrepartie d’une rémunération
du capital supplémentaire.

Le montant exact de cette rémunération peut cependant être difficile à estimer, en par-
ticulier à long-terme, car elle dépend des taux d’intérêts et des taux d’actualisation. C’est
pourquoi la notion de coût en capital développée lors de cette étude cherche à répondre à
la question suivante :

"Si l’exposition au risque de la ligne d’assurance i évolue de δi, quelle sera la nouvelle
quantité de capital requise par ces engagements ?"

Autrement dit, la question est de déterminer la quantité de fonds propres nécessaires
suite à cette évolution afin de s’assurer que la probabilité de ruine ne dépasse pas 0.5%.
Il convient maintenant d’établir une définition formelle de ce coût en capital.
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2.3.2 La définition formelle du coût en capital

Comme mentionné précédemment, les fonds propres proviennent soit de l’activité d’assu-
rance, soit des actionnaires. Autrement dit, c’est une fonction de la distribution de la perte,
c’est-à-dire de l’opposé du résultat du contrat :

Capitalcontrat c = fcontrat c (−Resultatcontrat c)

= fcontrat c ((Sinistrecontrat c + Fraiscontrat c)− Primecontrat c)

En notant Resultat
(p)
t0 le résultat du portefeuille enregistré pour l’année considérée, une

estimation naïve de coût en capital du portefeuille serait donc la suivante :

CeC(p) = −(V aR0.005[Resultat
(p)
t0 ]− E[Resultat

(p)
t ]) (2.18)

Cependant, cette estimation est incomplète. En effet, le montant de sinistre est une
quantité aléatoire connue seulement au moment du paiement de l’ensemble des sinistres
survenus lors de l’année de référence. Ainsi, pour t = 1 l’année où le sinistre est survenu,
seule une estimation de ce résultat peut être enregistrée. Cela entraîne l’existence d’un risque
de déviation entre le sinistre réellement payé et le sinistre originellement enregistré, appelé
risque de réserve.
Ainsi, en notant F1 l’ensemble des informations connues en t = 1, la perte enregistrée pour
le contrat c sera la suivante :

−Resultat1contrat c = E[Sinistrecontrat c + Fraiscontrat c − Primecontrat c|F1]

C’est pourquoi cette estimation a vocation à être ré-estimée à chaque année t ∈ [2, ..., T ]

avec T la date à laquelle il est estimé que le sinistre sera totalement payé. Cela signifie que
le résultat enregistré à chaque année t est la différence entre cette nouvelle estimation et
l’estimation de l’année précédente :
pour t ∈ [2, ..., T ] :

Resultattcontrat c = E[Sinistrecontrat c + Fraiscontrat c − Pimecontrat c|Ft]−Resultatt−1
contrat c

Or, plus une ligne est longue, et plus la durée entre la survenance du sinistre et sa clôture
est élevée. Cela signifie qu’en réalité, il peut exister des écarts significatifs entre la perte
initialement enregistrée et la perte effective : c’est là qu’intervient le risque de réserve.
Dès lors la question est la suivante : Comment tenir compte de ce risque de réserve lors du
calcul du coût en capital ?
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Si l’objectif est de calculer une mesure telle le ratio de solvabilité Requis, le risque de
réserve doit être calculé en tenant compte des réserves liées contrats souscrits les années
passées.
Cependant, ici, l’objectif n’est pas de déterminer la quantité de capital à détenir à des fins
réglementaires ou prudentielles, mais de déterminer l’impact futur de la décision d’évolu-
tions δ = (δ1, ..., δn). Ainsi, c’est ici l’ensemble des risques de réserves futurs engendrés par
cette décision qui doit être évaluée.

C’est pourquoi, en notant T = supcontrat(tcontrat) la durée à partir de laquelle tous les
sinistres seront payés, avec δ1 = ... = δn = 1, le coût en capital est défini de la manière
suivante :

CeC(p)(1) =
T∑
t=1

−(V aR0.005[Resultat
(p)
t ]− E[Resultat

(p)
t ])

(1 + r)t
(2.19)

Cette écriture permet donc de rendre compte non seulement du montant de capital requis
pour une année donnée avec le terme en t = 1, mais aussi du risque de réserve engendré par
la souscription avec les termes t ∈ {2, ..., T}.
Dès lors, la question est maintenant de déterminer comment calculer le coût en capital après
l’application des évolutions (δi)i∈[1,...,n]

2.3.3 Les hypothèses nécessaires au calcul du coût en capital

L’enjeu principal du calcul du coût en capital est donc le calcul des quantités suivantes :
— ∀t ∈ [1, T ], V aR0.005 [Resultatpt ]

— ∀t ∈ [1, T ], E [Resultatpt ]

Pour ce faire, il est possible d’utiliser la base de données correspondant aux sorties du
modèle interne AXA. Celle-ci comprend en effet les distributions des différents types de
sinistres qui correspondent au risque de souscription, c’est-à-dire les sinistres attritionnels,
les sinistres atypiques et les sinistres liés aux catastrophes naturelles. Autrement dit, pour
chaque ligne i ∈ 1, ..., n, les distributions des lois de probabilités sont données sous la forme
de S = 50 000 réalisations pour les variables suivantes :

— ∀t ∈ [1, T ], SinistresATT
i,t

— ∀t ∈ [1, T ], SinistresATY
i,t

— ∀t ∈ [1, T ], SinistresCAT
i,t

Les lois des variables Resultati,t, t ≥ 2 ont notamment pu être estimés au sein du mo-
dèle interne en projetant l’écoulement des réserves générées par la souscription, tout en
considérant le risque de déviation de ces réserves. Elles sont donc considérées ici comme
données.

L’enjeu est donc désormais d’agréger les sinistres des différents types de risques et des
différentes lignes d’assurance de sorte à déterminer la distribution de la loi de probabilité
du résultat de l’ensemble du portefeuille, ou du moins l’espérance et le quantile.
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Déterminer l’espérance de la somme des sinistres

Dans le cas de l’espérance, l’agrégation est triviale. En effet, par la linéarité de l’espé-
rance, en notant n le nombre de lignes d’assurance, il apparaît immédiatement que :


E
[
Resultat

(p)
t

]
=

n∑
i=1

E [Resultatt,i]

E
[
Sinistre

(p)
t

]
=

n∑
i=1

E
[
SinistreATT

i,t

]
+ E

[
SinistreATY

i,t

]
+ E

[
SinistreCAT

i,t

]
Déterminer le quantile de la somme des sinistres

Contrairement à l’espérance, il n’existe pas de formule explicite permettant de connaître
le quantile d’une somme de variables aléatoires en général. Toutefois, le quantile du résultat
ou de la sinistralité sont des quantités que toute entreprise d’assurance est tenue de pouvoir
calculer, notamment dans le cadre du SCR.

C’est pourquoi cette étude fut effectuée en reprenant les hypothèses du modèle interne
AXA. Cela signifie que les matrices de corrélations suivantes sont supposées connues :

Ωrisques =

 1 ρATT,ATY ρATT,CAT

ρATY,ATT 1 ρATY,CAT

ρCAT,ATT ρCAT,ATY 1



Ωlignes =


ρ1,1 ρ1,2 · · · ρ1,n
ρ2,1 ρ2,2 · · · ρ2,n
...

... . . . ...
ρn,1 ρn,2 · · · ρn,n


De même, il est supposé que ces matrices permettent d’agréger les résultats en suivant les
formules suivantes :

Agrégation inter-lignes des risques non-CAT

V aR
(
Rsultat

(ATT&ATY )
lignes 1,...,n

)
=√(

V aR
(ATT&ATY )
1 , ..., V aR

(ATT&ATY )
n

)
× Ωlignes ×

(
V aR

(ATT&ATY )
1 , ..., V aR

(ATT&ATY )
n

)T
Agrégation inter-risques

V aR(p) =√
V aR(CAT )2 + V aR(ATT&ATY )2 + 2× ρCAT,ATY&ATTV aR(CAT )V aR(ATT&ATY )
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Ces hypothèses, fausses en général, sont en réalité vérifiées dans le cas où les variables
Résultat sont Gaussiennes. Cela se démontre aisément en utilisant les propriétés de la loi
normale. En effet, si Z = (Z1, ..., Zm) est un vecteur gaussien de moyenne µ et de matrice
de covariance Ω = (σi,j)1≤i,j≤m, les propriétés suivantes sont vérifiées :

V aRα(Zi) = µi + σiΦ
−1(α)

avec :

σ∑
Z =

√
(σ1, ..., σn)ω (σ1, ..., σn)

T

Φ la fonction de répartition de la loi normale

La seule exception est le cas des Résultats CAT, puisque les sinistres associés à ce type de
risque touchent souvent d’emblée plusieurs lignes en même temps. Les simulations effectuées
au sein du modèle interne prennent donc déjà en compte les corrélations existantes entre les
lignes. Autrement dit, pour toute simulation au sein du modèle interne s ∈ 1, ..., S, il est
possible d’agréger les sinistres CAT de la manière suivante :

Agrégation inter-lignes des risques CAT

V aR
(
Sinistre

(CAT )
s,lignes 1,...,n

)
= V aR

(
n∑

i=1

SinistresCAT
i,s

)

Ainsi, s’il est certes nécessaire d’émettre des hypothèses sur les méthodes d’agrégation
afin de calculer le quantile de la somme des sinistres, aucune hypothèse n’a dû être ajoutée
à cette étape. Cela est dû au fait que les hypothèses ont déjà été posées dans le cadre de la
calibration du modèle interne.

Dès lors, il suffit d’utiliser ces hypothèses avec les hypothèses sur l’impact du facteur
d’évolution δ fixées en partie 2.2.3 pour déterminer le coût en capital après stratégie d’évo-
lution, et donc écrire le programme d’optimisation.

2.3.4 Écrire le programme d’optimisation de l’assureur

Maintenant que les hypothèses sur les méthodes d’agrégation et sur l’impact des fac-
teurs d’évolution sont posées, il devient possible d’estimer le coût en capital de l’ensemble
du portefeuille après application de la stratégie δ.

Pour ce faire, les hypothèses fixées en partie 2.2.3 sur l’évolution des sinistres seront
notamment reprises. Ainsi, pour une ligne i ∈ {1, ..., n} :



2.3. Une mesure de risque du portefeuille d’assurance : le Coût en capital 41


Resultat

(ATT )
i (δi) = δi ×Resultat

(ATT )
i

Resultat
(ATY )
i (δi) = δi ×Resultat

(ATY )
i

Resultat
(CAT )
i (δi) = δi ×Resultat

(CAT )
i

Resultati(δi) = δi ×Resultati

Ces hypothèses permettent d’obtenir l’espérance suivante :

E
[
Resultat

(p)
t (δ1, ..., δn)

]
=

n∑
i=1

δi × E [Resultatt,i]

Ainsi que le quantile suivant :

V aR0.005

(
Resultat

(p)
t (δ)

)
=√

V aR
(CAT )
0.005 (δ)2 + V aR

(ATT&ATY )
0.005 (δ)2 + 2× ρCAT,ATY&ATTV aR

(CAT )
0.005 (δ)V aR

(ATT&ATY )
0.005 (δ)

Cela signifie donc qu’il est possible de calculer le coût en capital total après application
de la stratégie δ :

CeC(p)(δ1, ..., δn) =
T∑
t=1

−(V aR0.005[Resultat
(p)
t (δ1, ..., δn)]− E[Resultat

(p)
t (δ1, ..., δn)])

(1 + r)t

(2.20)

Maintenant que les mesures de risque et de rendement sont définies et que leurs méthodes
de calcul respectives ont été déterminées, le programme d’optimisation de l’investisseur est
donc bien défini :

min
δi(1≤i≤n)

(−
n∑

i=1

δiRdmti(1), CeC(p)(δ1, ..., δn))

s.c. β
(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

n∑
i=1

δi × Primesi > α0

n∑
i=1

Primesi

où α0 ∈ [0, 1] permet de fixer le seuil en dessous duquel la prime totale ne peut pas descendre,
afin d’empêcher une diminution trop importante de l’activité.

L’objectif de cette partie était de déterminer un modèle théorique qui permettrait de
répondre à la problématique d’optimisation, et donc de déterminer l’ensemble des combi-
naisons d’évolution des lignes d’assurance qui soient strictement optimales.
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L’enjeu principal était donc d’adapter les travaux de mathématiques financières effectués
sur les frontières efficientes aux problématiques actuarielles. Ce processus a pu être effectué
en plusieurs étapes :

— Tout d’abord, des mesures de risque et de rendement cohérentes avec le secteur de
l’assurance ont dû être définies.

— Ensuite, la question était de déterminer comment ces indicateurs évoluent en fonction
des facteurs d’évolution δ, ce qui a été effectué en posant certaines hypothèses.

— Enfin, les méthodes de calcul concrètes de ces indicateurs ont pu être mises en place
en se fondant notamment sur les hypothèses posées dans le cadre de la calibration
du modèle interne.

C’est donc au terme de ce processus que le programme d’optimisation ci-dessus a été
défini.

Toutefois, si poser un certain nombre d’hypothèses est certes nécessaire lors de la résolu-
tion de ce problème, celles posées jusque-là négligent l’impact de la réassurance, ce qui peut
conduire à biaiser fortement les résultats. En outre, si le problème d’optimisation a certes
été posé, son ensemble de solution n’est pour le moment pas défini de manière explicite.

Dès lors, les parties suivantes de cette étude se consacreront d’abord à l’intégration
d’une structure de réassurance au programme d’optimisation, puis aux méthodes utilisées
pour déterminer l’ensemble solution de ce programme.



Chapitre 3

L’impact d’une structure de réassurance
donnée sur le programme d’optimisation

Le programme d’optimisation exploré jusqu’ici, défini au cours de la partie 2, n’a consi-
déré que les variables brutes de réassurance. Autrement dit, toutes les hypothèses posées
lors de la formulation du problème d’optimisation ont été formulées en ignorant l’impact
que la réassurance pouvait avoir sur les différentes variables.

Résoudre ce programme peut trouver son utilité en pratique. En effet, il peut être efficace
pour un assureur de tenter d’optimiser d’abord le rendement et le risque d’un portefeuille
brut avant d’essayer de lui appliquer la structure de réassurance optimale. Toutefois, une
autre approche serait de considérer le programme d’optimisation net de réassurance, de
manière à connaître immédiatement l’effet final des stratégies de souscription sur le porte-
feuille. Ces deux approches peuvent conduire à des résultats très différents, notamment dans
le cas où le portefeuille d’assurance conjugue des lignes pour lesquelles l’impact de la ré-
assurance est limité et d’autres qui sont protégées par la réassurance de manière significative.

C’est pourquoi cette partie se consacrera à l’intégration de l’impact de la réassurance
dans le programme d’optimisation. Pour ce faire, il sera notamment possible de considérer
la structure de réassurance du portefeuille étudié comme figée, et d’observer son impact sur
les mesures de risque et de rendement déjà identifiées ( parties 2.2.1 et 2.3.2 ).

Tout d’abord, la section 3.1 de cette partie décrira donc la structure de réassurance
d’AXA afin de déterminer son impact sur les hypothèses.
Ensuite, l’objectif de la section 3.2 sera de développer une modélisation cohérente avec les
phénomènes identifiés. En particulier, la méthode des régressions segmentées sera étudiée.
Cette partie se conclura donc avec la section 3.3 sur une étude de la pertinence des hypo-
thèses posées et de la modélisation proposée.

3.1 La structure de réassurance du portefeuille étudié

Dès lors que l’objectif de cette partie est d’intégrer l’impact de la réassurance à la mo-
délisation proposée, il est nécessaire de comprendre comment une structure de réassurance
peut modifier le profil de rendement et de risque du portefeuille étudié. L’objectif de cette
section est donc de décrire de manière qualitative le type de phénomènes qu’il conviendra
de modéliser.

C’est donc dans cette optique que la section 3.1.1 rappellera de manière générale les

43
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raisons qui guideraient un assureur vers la réassurance, ainsi que les conséquences générales
de la réassurance sur le portefeuille d’assurance.
Les différents types de traités de réassurance pourront ensuite être décrits en section 3.1.2,
de manière à identifier ceux qui auront un impact lors de l’écriture du programme d’opti-
misation.

3.1.1 La réassurance comme composante essentielle du profil ren-
dement / risque d’une entreprise d’assurance

Si la réassurance occupe une place si fondamentale au sein de la stratégie de l’assureur,
c’est parce que c’est un outil important de la gestion des risques.
Le principe d’un traité de réassurance est en effet le suivant : le réassureur s’engage à prendre
en charge certains risques encourus par le portefeuille d’assurance de l’assureur, tandis que
l’assureur s’engage à verser une certaine quantité de primes au réassureur en contrepartie.

Pour ce faire, il est par exemple possible de céder les risques sur un portefeuille complet,
d’identifier les risques couverts au préalable, de partager l’ensemble des primes et des risques,
ou bien de ne céder que les risques dépassant un certain montant [7].

Ainsi, en cédant une partie bien définie de son risque en contrepartie de primes versées au
réassureur, l’assureur est capable de modifier directement le profil de risque et de rendement
de son portefeuille, et donc de le rendre plus adapté à son appétit au risque.

Les rôles de la réassurance au sein d’un portefeuille d’assurance sont donc les suivants [6] :

1. Maîtriser la probabilité de ruine et limiter l’impact d’un risque hors normes
Les sinistres particulièrement importants peuvent demander une capacité anormale-
ment élevée, ce que la réassurance permet de compenser.

2. Lisser le résultat d’un portefeuille
Une sinistralité plus fréquente ou plus grave qu’à l’accoutumée peut entraîner des
dérives du résultat de l’assureur pour une année donnée. La réassurance permet de
mitiger cet effet, par exemple en prenant en charge les grands risques.

3. Diversifier les risques à une échelle mondiale
Les risques de type catastrophes dont la survenance peut immédiatement engendrer
une grande quantité de sinistres peuvent être dangereux pour un assureur, car ils sont
difficiles à diversifier au sein d’un portefeuille d’assurance. C’est pourquoi il peut être
intéressant de les céder au réassureur, pour qui il est plus simple de les diversifier sur
le plan géographique.

La structure de réassurance est donc centrale au sein de la gestion des risques d’un as-
sureur, dans la mesure où elle agit à plusieurs niveaux et remplit plusieurs rôles.
Cela signifie notamment que les besoins en réassurance de différentes entreprises d’assurance
ou différents portefeuilles peuvent varier de manière significative. C’est pourquoi la réassu-
rance prend en réalité plusieurs formes, et peut avoir un impact complexe sur le profil de
risque d’un portefeuille.
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3.1.2 Les différents traités de réassurance et leur impact sur les
sinistres qu’ils couvrent

Selon leur taille, leurs types de risque encourus, ou encore leur appétit au risque, les
besoins en réassurance peuvent donc être très différents d’un portefeuille d’assurance à un
autre. C’est pourquoi la réassurance n’existe pas sous la forme d’une formule unique, mais
prend plutôt la forme de différents types de traités.
En particulier, la distinction est souvent faite entre la réassurance obligatoire et la réassu-
rance facultative, ainsi qu’entre la réassurance proportionnelle et la réassurance non pro-
portionnelle [7].

La distinction entre la réassurance facultative est la réassurance obligatoire est le type
de risque cédé. Ainsi, dans le cas de la réassurance obligatoire, le traité s’applique auto-
matiquement sur l’ensemble d’un portefeuille, et la cession des risques est obligatoire dès
lors que les différentes modalités sont respectées. À l’inverse, la réassurance facultative ne
porte que sur une police ou un bien identifiable, et les assureurs et réassureurs sont libres
d’accepter ou refuser le traité.

Dans le cas de la réassurance proportionnelle ou non-proportionnelle, c’est la manière
dont la cession est effectuée que la distinction est faite.
Dans le cas de la réassurance proportionnelle, la cession est basée sur le risque. Le partage
du risque et des primes est notamment effectué selon un taux de cession, qui peut être fixe
ou variable.
À l’inverse, dans le cas de la réassurance non-proportionnelle, la cession est fondée sur le
sinistre. Là, la couverture offerte par le réassureur dépend des sinistres qui ont lieu, et est
donc dissociée des primes cédées.

Les formes de réassurance principales qui seront explorées lors de cette étude sont donc
les traités de type Quote-part et Excédent de plein, qui correspondent à de la réassurance
proportionnelle, et ceux de type Excédent de sinistre par risque, Excédent de sinistre par
évènement et Stop loss, qui constituent de la réassurance non-proportionnelle.

Les traités de type Quote-Part

Dans le cas d’un traité Quote-Part, le taux de cession qui détermine le montant de primes
et de sinistres cédés est fixe. Soit α(1)

i le taux de cession d’un traité de Quote-Part appliqué
aux risques d’une ligne d’assurance i ∈ 1, ..., n. En notant (Sinistrebruti,k , Sinistreneti,k ) les
montants bruts et nets d’un sinistre individuel k ∈ 1, ..., ni, et (Primebruti,k , P rimeneti,k ) les
montants de prime associé, l’égalité suivante est donc vérifiée :

Primeneti,k = (1− αi)× Primebruti,k

Sinistreneti,k = (1− αi)× Sinistrebruti,k

Les traités de type Excédent de plein

Comme mentionné précédemment, si le traité de type Excédent de plein correspond aussi
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à de la réassurance proportionnelle, le taux de cession α
(2)
i n’est pas défini directement. Ici,

c’est le montant de risque cédé qui est d’abord défini à l’aide des variables suivantes :
— La rétention Ri donne le montant d’exposition à partir duquel le risque est cédé
— La capacité Ki donne le risque maximal cédé à l’assureur

En notant Ck l’exposition au risque d’une police k, le taux de cession est donc de :

α
(2)
i,k =

min (Ki,max(0, Ck −Ri))

Ck

Ainsi, les primes et sinistres nets prennent les valeurs suivantes :

Primeneti,k = (1− α
(2)
i,k )× Primebruti,k

Sinistreneti,k = (1− α
(2)
i,k )× Sinistrebruti,k

Les traités de type Excédent de sinistre par risque

Les traités de type Excédent de sinistre correspondent à de la réassurance non-proportionnelle.
Ce type de traité peut cependant être appliqué par risque ou par évènement. Lorsqu’un tel
traité est appliqué par risque, les sinistres concernés sont évalués de manière individuelle
afin de déterminer le montant de sinistre cédé ; à l’inverse des traités par évènement où tous
les sinistres liés à un seul évènement sont considérés de manière conjointe.

Dans ce type de traités, le montant de la prime cédée β
(1)
i,k × Primebruti,k peut être fixe

ou calculé comme une fonction de la prime brute. Toutefois, il n’existe pas de relation de
proportionnalité entre cette prime cédée et le montant de sinistre cédé, qui est défini à l’aide
des variables suivantes :

— La Priorité Pi donne le montant de sinistre à partir duquel le risque est cédé
— La Couverture Ci donne le risque maximal cédé à l’assureur

Dans le cas de l’excédent de sinistre par risque, la priorité et la couverture sont appliquées
aux sinistres concernés de manière individuelle. Pour le sinistre k ∈ 1, ..., ni, le montant de
sinistre cédé est donc le suivant :

SinistreCedei,k = min
(
Ci,max

(
Sinistrebruti,k − Pi, 0

))
Ainsi, les primes et sinistres nets ne sont plus proportionnels et prennent les valeurs

suivantes :

Primeneti,k = (1− β
(1)
i,k )× Primebruti,k

Sinistreneti,k = Sinistrebruti,k −min
(
Ci,max

(
Sinistrebruti,k − Pi, 0

))
Les traités de type Excédent de sinistre par évènement
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Les traités de type Excédent de sinistre par évènement diffèrent donc des traités Ex-
cédent de sinistre par risque en la manière dont les différentes variables sont appliquées.
L’application ne se fait en effet pas par sinistres individuels, mais en agrégeant différents les
différents sinistres qui ont pour origine un seul et même évènement identifié. Leur objectif
est donc souvent de se prévenir contre le risque de catastrophes.

En notant cette fois-ci Aj l’ensemble des lignes d’assurance couvertes par le même traité
j, le montant de sinistres cédés est donc le suivant :

SinistreCedeAj
= min

(
Cj,max

(
SinistrebrutAj

− Pj, 0
))

Les primes et sinistres nets ne sont donc aussi plus proportionnels et prennent les valeurs
suivantes :

PrimenetAj
= (1− β

(1)
Aj

)× PrimebrutAj

SinistrenetAj
= SinistrebrutAj

−min
(
Cj,max

(
SinistrebrutAj

− Pj, 0
))

Les primes et sinistres nets liés à l’évènement j ne sont donc plus proportionnels, et
prennent les valeurs suivantes :

PrimenetAj
= (1− β

(1)
Aj

)× PrimebrutAj

SinistrenetAj
= SinistrebrutAj

−min
(
Cj,max

(
SinistrebrutAj

− Pj, 0
))

Les traités de type Stop loss

Puisque les traités de types Stop loss correspondent aussi à des formes de réassurance
non proportionnelle, leur fonctionnement est proche des traités de type Excédent de sinistre.
Ces traités sont notamment définis par une priorité et une couverture.
Cependant, ce qui distingue le traité Stop loss est le fait que ce traité s’applique sur la to-
talité des sinistres encourus sur une période, et que le montant de cession est défini comme
un taux en fonction de la prime. Son objectif est donc de limiter la perte totale encourue
sur une période. La priorité et la couverture du traité appliqué sur la ligne i ∈ {1, ..., n}
sont donc définies comme des taux de la prime totale perçue

∑ni

k=1 Primebruti,k .

Les taux de couverture et de priorité sont respectivement notés γC
i et γP

i .
Dans ce cas, le traité d’applique sur le montant de la sinistralité totale

∑ni

k=1 Sinistre
brut
i,k

compris entre γP
i ×

∑ni

k=1 Primebruti,k et
(
γP
i + γC

i

)
×
∑ni

k=1 Primebruti,k

Autrement dit, le montant de sinistres cédés est le suivant :

SinistreCedei = min

(
γC
i ×

ni∑
k=1

Primebruti,k ,max

(
ni∑
k=1

Sinistrebruti,k − γP
i ×

ni∑
k=1

Primebruti,k , 0

))

Les primes et sinistres nets liés de la ligne i sont donc aussi décorrélés, et prennent les
valeurs suivantes :
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Primeneti =

ni∑
k=1

(1− β
(3)
i,k )× Primebruti,k

Sinistreneti,(j) =

ni∑
k=1

Sinistrebruti,k −min

(
γC
i ×

ni∑
k=1

Primebruti,k ,max

(
ni∑
k=1

Sinistrebruti,k −

γP
i ×

ni∑
k=1

Primebruti,k , 0

))

Il convient de noter qu’en pratique, les traités de réassurance comprennent souvent des
clauses additionnelles telles la clause de franchise annuelle ou bien de reconstitution. Si ces
clauses ont certes un impact sur les montants de primes et de sinistres cédés, ils ne modifient
pas le principe de base du traité de réassurance.
Par simplicité, ces clauses seront donc négligées lors de la modélisation de l’impact de la
réassurance sur les indicateurs de risque et de rendement du portefeuille.

Figure 3.1 – Impact des traités de type Excédent de sinistre (source : [15])

Les traités de réassurance peuvent donc avoir des effets divers sur la sinistralité nette
d’un portefeuille. Dès lors, il est nécessaire de réévaluer les hypothèses fixées en parties 2.2.3
et 2.3.4 afin de déterminer si elles restent valables pour un portefeuille net de réassurance.

3.1.3 La répercussion des traités de réassurance sur les hypothèses
d’évolution

Lors du modèle développé en partie 2, il a été supposé que les sinistres et frais bruts
évoluaient de manière linéaire en fonction de l’exposition au risque d’une ligne d’assurance.
De même, il a été proposé de mesurer l’évolution de cette exposition au risque avec la
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variation de la prime brute. Autrement dit, pour une ligne d’assurance i ∈ 1, ..., n les
hypothèses fixées étaient les suivantes :



δi =

(
Primebruti

)
t1(

Primebruti

)
t0

Primebruti (δi) = δi × Primebruti (1)

Fraisbruti (δi) = δi × Fraisbruti (1)

Sinistrebruti (δi) = δi × Sinistrebruti (1)

(3.1)

Une méthode naïve qui permettrait d’obtenir de telles formules d’évolution nettes de
réassurance serait de supposer l’existence d’un facteur de réassurance par ligne αi qui soit
fixe et proportionnel : 

Primeneti (δi) = δi × αi × Primebruti (1)

Fraisneti (δi) = δi × αi × Fraisbruti (1)

Sinistreneti (δi) = δi × αi × Sinistrebruti (1)

(3.2)

Ce qui permettrait de raisonner de manière analogue à la modélisation brute et de poser
les hypothèses suivantes : 

Primeneti (δi) = δi × Primeneti (1)

Fraisneti (δi) = δi × Fraisneti (1)

Sinistreneti (δi) = δi × Sinistreneti (1)

(3.3)

Toutefois, une telle modélisation suppose en réalité que l’hypothèse suivante soit vérifiée :

Primeneti

Primebruti

=
Fraisneti

Fraisbruti

=
Sinistreneti

Sinistrebruti

Or, l’étude des différents traités de réassurance effectuée ci-dessus (3.1.2) montre que ces
relations de linéarité ne sont pas vraies en général. En particulier, il n’existe pas nécessai-
rement de relation de proportionnalité entre les primes et les sinistres, notamment dans le
cas de la réassurance non-proportionnelle.
Ainsi, il est nécessaire de passer par une étude du passage des observations brutes de réassu-
rance aux observations nettes de réassurance afin de modéliser le programme d’optimisation
net.

De manière générale, l’impact de la réassurance sur le portefeuille avant application des
facteurs d’évolution δ peut être modélisé de la façon suivante :
Soit i ∈ 1, ...n une ligne d’assurance du portefeuille, s ∈ 1, ..., S une simulation, et nPrime

i ,
nFrais
i et nSinistre

i respectivement le nombre de versements de primes, de paiement de frais
et de sinistres associés à cette ligne ∗. Alors, en notant fPrime

i , fFrais
i et fSinistre

i l’impact de
la structure de réassurance sur les primes, frais et sinistres individuels :

∗. En pratique, il peut être difficile de faire correspondre les frais aux lignes en raison de l’existence de
frais fixes. Ceux-ci sont ignorés ici, car ils n’ont que peu d’impact sur le portefeuille.
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(
Primeneti

)
s
=

nPrime
i∑
k=1

fPrime
i (Primebruti,k )


s(

Fraisneti

)
s
=

nFrais
i∑
k=1

fFrais
i (Fraisbruti,k )


s(

Sinistreneti

)
s
=

nSinistre
i∑
k=1

f sinistres
i (Sinistrebruti,k )


s

Ainsi, sous les hypothèses d’évolution des variables brutes, chaque simulation des va-
riables nettes de réassurance après application de la stratégie δ correspondrait aux équations
suivantes :

(
Primeneti (δi)

)
s
=

nPrime
i∑
k=1

fPrime
i (δi × Primebruti,k )


s(

Fraisneti (δi)
)
s
=

nFrais
i∑
k=1

fFrais
i (δi × Fraisbruti,k )


s(

Sinistreneti (δi)
)
s
=

nSinistre
i∑
k=1

f sinistres
i (δi × Sinistrebruti,k )


s

Toutefois, comme décrit précédemment en partie 1.4.2, la base de données utilisée lors
de cette étude ne comprend que des valeurs agrégées au niveau de la ligne d’assurance, ce
qui signifie que les valeurs précises de ces quantités ne peuvent pas être calculées avec les
données disponibles au sein de la base de données utilisée lors de cette étude :

— les traités de réassurance appliqués aux sinistres individuels ne sont pas compris dans
la base de données utilisée.
Les fonctions fPrime

i , fFrais
i et fSinistre

i ne sont donc pas connues.

— Le nombre de versements de primes, le nombre de paiements de frais ou survenance
des sinistres nPrime

i , nFrais
i et nSinistre

i ne sont pas connus.

— Les simulations qui composent de la base de données ne sont retenues qu’après l’agré-
gation par ligne d’assurance.
Les simulations individuelles Primebruti,k , Fraisbruti,k et Sinistrebruti,k ne sont donc pas
observées.

L’impact de la réassurance ne peut donc qu’être quantifié au niveau de la ligne d’assu-
rance par la modélisation suivante :
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(
Primeneti (δi)

)
s
= f̂Prime

i

(
δi × Primebruti (1)

)
s
+
(
ϵPrime
i (δi)

)
s(

Fraisneti (δi)
)
s
= f̂Frais

i

(
δi × Fraisbruti (1)

)
s
+
(
ϵFrais
i (δi)

)
s(

Sinistreneti (δi)
)
s
= f̂Sinistre

i

(
δi × Sinistrebruti (1)

)
s
+
(
ϵSinistrei (δi)

)
s

Dès lors, l’objectif de cette partie est de développer une méthode qui permette de fournir
des estimateurs cohérents des fonctions de réassurance f̂Prime

i , f̂Frais
i et f̂Sinistre

i .

3.2 Modéliser l’impact de la réassurance

L’étude menée jusqu’ici au cours de cette partie a non seulement démontré la nécessité
de modéliser le programme d’optimisation de l’assureur net de réassurance, mais a aussi mis
en avant les difficultés liées à cette modélisation. Les objectifs de cette section sont donc de
déterminer une manière d’approcher les fonctions de réassurance de manière à prendre en
compte les différents types de traités.

3.2.1 Modéliser les différentes fonctions de Réassurance

Afin d’intégrer l’impact de la réassurance au programme d’optimisation, la première
étape est donc d’identifier une modélisation cohérente des fonctions de réassurance identi-
fiées en partie 3.1.3. Autrement dit, il est question de déterminer la formes des fonctions
f̂Prime
i , f̂Frais

i et f̂Sinistre
i au sein des équations suivantes :

(
Primeneti (δi)

)
s
= f̂Prime

i

(
δi × Primebruti (1)

)
s
+
(
ϵPrime
i (δi)

)
s(

Fraisneti (δi)
)
s
= f̂Frais

i

(
δi × Fraisbruti (1)

)
s
+
(
ϵFrais
i (δi)

)
s(

Sinistreneti (δi)
)
s
= f̂Sinistre

i

(
δi × Sinistrebruti (1)

)
s
+
(
ϵSinistrei (δi)

)
s

Or, l’analyse de l’application des différents traités de réassurance a permis de constater le
fait que l’impact de la réassurance sur la prime était différent de son impact sur les sinistres.
Il conviendra donc de procéder par étapes, et d’évaluer une à une les formules correspondant
à chacune de ces fonctions.
Par souci de simplicité, seuls les traités de type Quote-Share et Excédents de sinistres seront
considérés lors de cette analyse. Si cette restriction réduit certes l’exactitude de la modé-
lisation présentée ici, l’analyse statistique de la méthode utilisée permet tout de même de
démontrer la pertinence de cette approche (voir partie 3.3)

La fonction de réassurance des Frais

En réalité, contrairement aux primes ou aux sinistres, les frais de l’assureur ne sont pas
directement cédés au réassureur. Toutefois, pour compenser les coûts encourus par l’assureur
dès lors qu’il est nécessaire de souscrire de nouveaux contrats ou de faire appel à un courtier,
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le réassureur verse une commission à la cédante. Ici, la notion de frais nets de réassurance
désignera donc la différence entre les frais de l’assureur et cette commission.

Celle-ci est définie de manière générale à l’aide d’un taux appliqué sur la prime brute. En
pratique, ce taux de commission, noté αF

i , est le fruit de négociations entre le réassureur et
la cédante, et dépend surtout du profil de risque de la ligne d’assurance. Il est donc considéré
comme indépendant du facteur d’évolution δ, ce qui a la conséquence suivante sur les frais
nets :

Fraisneti (δi) =

nFrais
i∑
k=1

(
1− alphaFi

)
× δi × Primesbruti,k (1)

= δi ×
nFrais
i∑
k=1

(
1− alphaFi

)
× Primesbruti,k (1)

= δiFraisneti (1)

Ainsi, tout comme pour les frais bruts, l’hypothèse de linéarité en fonction du facteur δ
sera conservée pour les frais nets.

Vient ensuite la question des fonctions de réassurance des sinistres. Dans la mesure où
c’est ici que différents traités de réassurance auront un impact différent selon le type de
sinistre, il est pertinent de distinguer les sinistres attritionnels, les sinistres atypiques et les
sinistres CAT.

La fonction de réassurance des Sinistres Attritionnels

Par définition, les sinistres attritionnels correspondent aux sinistres dont le montant est
relativement faible de manière individuelle, mais dont la fréquence peut être élevée.
Sur le plan de la réassurance, la conséquence de cette définition est que les sinistres attri-
tionnels sont exclusivement touchés par les traités de type Quote-Share ; ils sont en effet trop
faibles pour activer les traités en excédents de sinistres. En notant αi le taux de cession du
traité et nATT

i le nombre de sinistres attritionnels associés à la ligne i ∈ 1, ..., n, le montant
de sinistres cédés est donc le suivant :

SinistreCedeATT (δi) =

nATT
i∑
k=1

αi × SinistreATT,brut
i,k (1)

La modélisation de la sinistralité nette attritionnelle se fait donc de la manière suivante :
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SinistreATT,net
i (δi) = δi ×

nATT
i∑
k=1

(1− αi)× SinistreATT,brut
i,k (1)

= δi ×
nATT
i∑
k=1

(1− αi)× SinistreATT,brut
i,k (1)

= δi × SinistreATT,net
i (1)

L’hypothèse de linéarité en fonction du facteur d’évolution δ peut donc être conservée
pour les sinistres attritionnels.

La fonction de réassurance des Sinistres Atypiques

Le cas des sinistres atypiques correspond aux sinistres qui sont relativement peu fré-
quents, mais dont le montant dépasse un certain seuil et dont la cause ne rentre pas dans
la liste des évènements identifiés comme des catastrophes.

Cela signifie que les types de traités qui ont un impact sont ici les suivants :
— Quote-part
— Excédent de pertes par sinistre
Si l’impact du traité de type Quote-part est identique à la situation des sinistres attri-

tionnels, la conséquence des traités de type Excédent de pertes par sinistre est plus complexe.
En effet, en notant k ∈ 1, ..., nATY

i un des sinistres atypiques de la ligne i, Pi la priorité du
traité est Ci sa couverture, l’impact de ce traité diffère selon le montant de sinistre atteint :

SinistreCedeATY,ExcSns
i,k =

(
SinistreATY,brut

i,k − Pi

)
1Pi≤SinistreATY,brut

i,k ≤(Pi+Ci)
+

Ci1SinistreATY,brut
i,k ≥(Pi+Ci)

Une simulation de la sinistralité atypique nette au sein du portefeuille correspond donc
à une observation de la variable aléatoire suivante :

SinistreATY,Net
i = (1− αi)

nATY
i∑
k=1

(
SinistreATY,brut

i,k − Pi

)
1Pi≤SinistreATY,brut

i,k ≤(Pi+Ci)
+

Ci1SinistreATY,brut
i,k ≥(Pi+Ci)

Cela permet notamment de confirmer comme fausse l’hypothèse selon laquelle il existe-
rait un réel a ∈ R tel que :
SinistreATY,Net(δi) = a× δi × SinistreATY,Brut(1) ou bien
SinistreATY,Net(δi) = a× δi × SinistreATY,Net(1)

Il est donc a priori impossible de modéliser le lien entre les sinistres atypiques nets et les
sinistres atypiques nets avec une relation linéaire simple de manière exacte. Dès lors, l’enjeu
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est de proposer une modélisation qui permette d’estimer les phénomènes de seuil identifiés
et de minimiser la quantité ϵATY

i .
C’est à pourquoi la méthode proposée considère une relation linéaire segmentée pour passer
de la sinistralité brute à la sinistralité nette.

L’objectif de cette modélisation est de faire la distinction entre différents groupes de
simulations s ∈ {1, ..., S}, et notamment entre :

— les simulations s "faibles" de SinistresATY
i , pour lesquelles l’hypothèse selon laquelle

la plupart des sinistres n’ont pas atteint la priorité est raisonnable

— les simulations s "intermédiaires" de SinistresATY
i , où un grand nombre de sinistres

ont probablement dépassé la priorité

— les simulations s "élevées" de SinistresATY
i , où la couverture a été atteinte pour un

certain nombre de sinistres

Cette distinction prend la forme d’une fonction de réassurance atypique linéaire par
morceaux. Autrement dit, avec xi une valeur de sinistre atypique potentielle, la fonction
fATY
i est de la forme :

fATY
i (xi) = β

ATY,(0)
i + β

ATY,(1)
i xi + β

ATY,(2)
i xi1xi≥x

ATY,(2)
i

+ β
ATY,(3)
i xi1xi≥x

ATY,(3)
i

La s-ième observation de la sinistralité atypique nette de la ligne i s’écrit donc :

(
Sinistreneti (δi)

)
s
= fATY

i

(
δi × Sinistrebruti (1)

)
s
+
(
ϵSinistrei (δi)

)
s

La fonction de réassurance des Sinistres CAT

Sur le plan de la réassurance, ce qui distingue les sinistres atypiques des sinistres CAT
est le fait que les sinistres CAT sont engendrés par une catastrophe naturelle ou causée par
l’homme. Cette distinction est d’une grande importance, car cela signifie que les sinistres
CAT sont soumis à un traité de réassurance de type Excédent de sinistre par évènement en
plus des traités de type Quote-part et Excédent de sinistre par risque.

En outre, là où les traités d’excédent par risque permettent une analyse ligne d’assurance
par ligne d’assurance, les évènements CAT peuvent justement toucher plusieurs lignes d’as-
surance à la fois. C’est pourquoi certains traités Excédent de sinistre par évènement peuvent
conjointement plusieurs lignes d’assurance à la fois.

Afin de prendre cette nouvelle dimension, un procédé similaire à celui effectué pour les
sinistres atypiques est proposé. Seulement, plutôt que de n’effectuer la régression segmen-
tée que sur les sinistres de la ligne correspondante, la régression sera aussi effectuée sur la
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somme des sinistres des lignes d’assurance couvertes par le même traité de réassurance.

Ainsi, en notant T (i) l’ensemble des lignes d’assurance qui appartiennent au même traité
de réassurance que la ligne i, la modélisation suivante est obtenue :

soit xT (i) =
∑

j∈T (i) xj une somme de sinistres fictifs. Alors :

fCAT
i (xi, xT (i)) = β

CAT,(0)
i + β

CAT,(1)
i xi + β

CAT,(2)
i xi1xi≥x

CAT,(2)
i

+ β
CAT,(3)
i xi1xi≥x

CAT,(3)
i

+

γ
CAT,(1)
i xT (i) + γ

CAT,(2)
i xT (i)1xT (i)≥x

CAT,(2)
T (i)

+ γ
CAT,(3)
i xT (i)1xT (i)≥x

CAT,(3)
T (i)

Cette double régression segmentée permet donc de prendre en compte non seulement
l’impact du traité de type Excédent de sinistre par évènement, mais aussi ceux de type
Quote-part et Excédent de sinistre par risque.

La fonction de réassurance de primes

Contrairement à la situation brute de réassurance, l’hypothèse selon laquelle les primes
nettes évolueraient de façon linéaire avec l’exposition au risque est erronée. Cela est dû à
l’existence de traités non-proportionnels.

Le montant de prime cédée est en effet le fruit de négociations entre l’assureur et le
réassureur. Or, dans le cas d’une augmentation de l’exposition au risque sur la ligne i, le
nombre de sinistres atteignant la priorité d’un traité de type excédent de sinistre sera plus
élevée. Si δi > 1, L’impact cumulé des traités proportionnels et non-proportionnels sur les
sinistres de la ligne i est donc le suivant :

SinistreCedeneti (δi)

SinistreCedeneti (1)
> δi

Dès lors, une augmentation de la prime cédée serait nécessaire afin de maintenir le traité
de réassurance. C’est pourquoi il est considéré que la prime nette n’évolue pas de façon
linéaire, mais s’ajuste en fonction de la sinistralité cédée :

Primeneti (δi) =
E [SinistreCedeneti (δi)]

E [SinistreCedeneti (1)]
× Primeneti (1)

L’estimation des fonctions de réassurance

Ainsi, les fonctions de réassurance théoriques des primes, des frais, et de tous les types
de sinistres correspondant aux risques de souscription ont été définies. Dès lors, l’enjeu prin-
cipal de la modélisation de la réassurance est l’estimation de ces fonctions. L’effet de la
réassurance sur les sinistres atypiques et CAT en particulier a été théorisé comme étant
linéaire par morceau ; il convient donc de déterminer une méthode qui permette d’estimer
les points de changements, c’est-à-dire les points où la pente de la fonction de réassurance
change.
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C’est pourquoi l’estimation de ces fonctions a été effectuée par la méthode de la régres-
sion linéaire segmentée, théorisée par Muggeo en 2003 [21].
Soit Y la variable d’intérêt et X une variable explicative. Cette méthode permet en effet de
déterminer en une fois non seulement la localisation des points de changement, mais aussi
les paramètres linéaires de la régression de Y sur X (c.f. annexe B).

Dans le cas des sinistres atypiques, avec i ∈ 1, ..., n une ligne d’assurance, il suffit donc
de considérer :

— Y = SinistreATY,net
i

— X = SinistreATY,brut
i

Tandis que dans le cas des sinistres CAT, en notant aussi SinistreCAT,brut
T (i) la somme des

sinistres CAT qui relèvent du même traité de type Excédent de Sinistre par évènement que
la ligne i, il suffit de considérer :

— Y = SinistreCAT,net
i

— X =
(
SinistreCAT,brut

i , SinistreCAT,brut
T (i)

)
Cela permet donc d’obtenir les fonctions fATY

i et fCAT
i lors de la modélisation suivante :

SinistreATY,net
i (δi) = fATY

i

(
δi × SinistreATY,brut

i (1)
)
+ ϵATY,Sinistre

i (δi)

SinistreCAT,net
i (δi) = fCAT

i

δi × SinistreCAT,brut
i (1),

∑
k∈T (i),k ̸=i

δkSinistre
CAT,brut
k (1)


+ ϵCAT,Sinistre

i (δi)

La dernière étape de la modélisation théorique consiste donc à étudier la question des
résidus ϵATY,Sinistre

i (δi) et ϵCAT,Sinistre
i (δi).

3.2.2 Intégrer l’impact des résidus

L’objectif final de cette partie est de proposer une modélisation qui permette d’intégrer
l’impact de la réassurance dans le programme d’optimisation de l’assureur défini en partie
2. En particulier, il est nécessaire de reconstruire un vecteur de S observations des variables
de primes, de frais et de sinistres nettes de réassurance après application des facteurs δ.
Dans le cas des sinistres atypiques et CAT, une fois les fonctions de réassurance estimées,
les composantes du vecteur de sinistralité nette connues sont les suivantes :

— fATY
i et fCAT

i les fonctions de réassurance des sinistres atypiques et CAT
— Sinistrebruti (δi) le vecteur d’observations de sinistralité brute après application des

facteurs d’évolution δ

Il ne reste donc qu’à estimer les résidus après application des facteurs δ, c’est-à-dire les
variables ϵCAT

i (δi) et ϵATY
i (δi).
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Or, si les résidus après application de δ sont inconnus, il est trivial de déterminer le
vecteur des résidus lorsque δi = 1. En effet, pour une simulation s ∈ 1, ..., S, les variables
de résidus sont définies de la manière suivante :

ϵATY
i (1)s =

(
SinistreATY,net

i (1)
)
s
− fATY

i

(
SinistreATY,brut

i (1)s

)
ϵCAT
i (1)s = SinistreCAT,net

i (1)s − fCAT
i

SinistreCAT,brut
i (1)s,

∑
k∈T (i)

SinistreCAT,brut
k (1)s



La méthode retenue consiste à poser une condition supplémentaire sur la relation entre
les résidus après application de la stratégie δ. Ainsi, la relation suivante est supposée :

ϵATY
i (δi)s =ϵATY

i (1)s + νATY (δi)s
ϵCAT
i (δi)s =ϵCAT

i (1)s + νCAT (δi)s
avec :

E[νATY (δi)] = 0

E[νCAT (δi)] = 0

Dès lors, il suffit de considérer les estimateurs de résidus suivants :

ˆϵATY
i (δi) =ϵATY

i (1)

ˆϵCAT
i (δi) =ϵCAT

i (1)

Et il est donc possible de fournir une estimation de la totalité du vecteur de sinistralité nette
en considérant l’estimateur suivant pour chaque simulation s ∈ 1, ..., S :

SinistreATY,net
i (δi)s = fATY

i

(
δi × SinistreATY,brut

i (1)s

)
+ ϵATY

i (1)s

SinistreCAT,net
i (δi)s = fCAT

i

δi × SinistreCAT,brut
i (1)s,

∑
k∈T (i)

δkSinistre
CAT,brut
k (1)s

+ ϵCAT
i (1)s

Intuitivement, cette approche revient en réalité à obtenir le nouveau vecteur en transla-
tant chaque point le long de la tendance identifiée à l’aide des fonctions de réassurance (c.f.
Figure 3.2).
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Figure 3.2 – Représentation de la relation entre ϵi(δi) et ϵi(1)

Une limite de cette modélisation est toutefois le fait que la variance associée aux termes
νATY
i (δi) et νCAT

i (δi) est négligée. Il serait possible de prendre cette variance en compte, par
exemple en ajoutant un facteur au résidu ϵi(1) en fonction de la valeur de δi :

ˆϵATY
i (δi) =ϵATY

i (1)× a× δi

ˆϵCAT
i (δi) =ϵCAT

i (1)× a× δi

Il apparaît en effet par observation graphique que la dispersion autour de la tendance est
d’autant plus forte que la valeur du sinistre brute est élevée. La propriété d’homoscédasticité
n’est donc pas respectée. Un test aurait notamment permis de s’en assurer, et une estimation
du paramètre a aurait pu être effectuée.

Ainsi, s’il est relativement simple de prendre en compte l’impact de la réassurance pour
les primes, les frais et les sinistres attritionnels, il est nécessaire de complexifier le modèle
dès lors qu’il existe des sinistres atypiques ou CAT.
Afin de s’assurer de la pertinence de cette approche, il est donc nécessaire de l’appliquer sur
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la base de donnée étudiée, et de déterminer si les résultats sont cohérents avec les hypothèses
posées.

3.3 Analyse de la pertinence de la modélisation choisie

L’analyse menée au cours de cette partie a donc permis de déterminer une modélisation
qui permet de tenir compte de l’impact de la réassurance sur le programme d’optimisation
en fonction des facteurs δ définis en partie 2.
Cette modélisation a toutefois requis l’ajout de certaines hypothèses. Dès lors, il convient
d’appliquer la méthode proposée à la base de données étudiée afin de déterminer l’adéqua-
tion des hypothèses posées. Cette vérification se fera en deux temps :
Tout d’abord, les hypothèses posées seront vérifiées par analyse graphique en section 3.3.1.
Ensuite, la pertinence des fonctions de réassurance sera examinée à l’aide d’un test d’adé-
quation en section 3.3.2.

3.3.1 Analyse graphique des hypothèses posées

Lors de cette modélisation de l’impact de la réassurance, les hypothèses les plus impor-
tantes relèvent des formes des fonctions de réassurance choisies. C’est pourquoi ce processus
de vérification commencera par une comparaison des vecteurs d’observations bruts avec les
vecteurs d’observation nets.
En particulier, les variables d’intérêt sont ici les différents types de sinistres d’un échantillon
de lignes d’assurance, choisies de sorte à refléter l’ensemble des phénomènes observés au sein
de la base de données.

Sinistres Attritionnels

Dans le cas des sinistres attritionnels, la sinistralité nette est supposée comme prenant
la forme suivante :

SinistreATT,net
i (δi) =

nATT
i∑
k=1

(1− αi)× δi × SinistreATT,brut
i,k (1)

= (1− αi)× SinistreATT,brut
i (δi)

La fonction de réassurance attritionnelle fATT
i est donc la suivante :

fATT
i : R −→ R

x 7−→ (1− αi)× x

Cela est dû au fait que, parmi les types de traités pris en compte, seule les traités de
type Quote-part s’appliquent à ce type de sinistre.

De fait, l’analyse graphique des sinistres nets rapportés aux sinistres bruts réalisée en
figure 3.3 montre la pertinence de cette hypothèse. La relation de linéarité notamment est
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parfaitement vérifiée dans le cas de la ligne 1, la ligne 2 et la ligne 4.

Toutefois, si le cas de la ligne 3 semble s’approcher d’une relation linéaire, il est toute
de même possible d’observer un certain nombre de résidus non-nuls.
C’est donc en cette disparité qu’il est possible de constater l’impact de la décision de négliger
l’impact des traités de type Stop-loss, qui ont un impact non proportionnel, mais couvrent
les sinistres attritionnels.

Figure 3.3 – Sinistres ATT nets rapportés aux ATT bruts

Ainsi, une modélisation plus précise serait la suivante :

SinistreATT,net
i (δi)s = (1− αi)× SinistreATT,brut

i (δi)s + ϵATT
i (δi)s

Il serait donc possible de prendre en compte l’impact de ce résidu non-nul en utilisant
un procédé analogue à celui des sinistres atypiques et CAT (c.f. section 3.2.2).
En pratique, l’impact de cette imprécision sur les résultats de cette modélisation est cepen-
dant minime.

Sinistres Atypiques

Dans le cas des sinistres atypiques, l’analyse graphique réalisée en figure 3.4 révèle que
l’hypothèse de linéarité serait vérifiée dans le cas de certaines lignes. Celles-ci correspondent
en réalité aux lignes non couvertes par des traités de type Excédent de sinistre.
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Toutefois, les résidus sont souvent bien plus significatifs ici. C’est le phénomène que
montre notamment la ligne ligne 2.

En outre, la ligne 3 est un exemple de ligne d’assurance pour laquelle l’hypothèse de
linéarité est manifestement erronée. À l’inverse, la relation changeante entre les sinistres
bruts et nets est manifestement bien prise en compte par la régression segmentée effectuée.
Il convient en outre de constater la dispersion du nuage de point. Cela montre en effet que
négliger les résidus au sein de l’analyse risquerait de sous-estimer la variance présente au
sein des différents vecteurs d’observation.

Figure 3.4 – Sinistres ATY nets rapportés aux ATY bruts

Sinistres CAT

Enfin, la figure 3.5 révèle que les sinistres CAT ont la distinction d’être les plus volatiles
des trois types de sinistres. Cela s’explique notamment par l’impact que peuvent avoir les
sinistres des autres lignes d’assurances.

Ici, la pertinence des régressions segmentées est d’autant plus apparente, notamment en
regardant la tendance identifiée dans le cas de la ligne 1 et la ligne 2. Cependant, l’estima-
tion peut être imprécise pour les extrêmes lorsque très peu de simulations sont largement
supérieures aux autres.

Il convient aussi de remarquer l’impact de l’intégration des sinistres de l’ensemble des
lignes du traité au sein de la régression. C’est en effet cette partie de la modélisation qui est
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mise en évidence par la volatilité de la courbe de régression au sein de la ligne 1 et la ligne
2.
C’est pourquoi la ligne 3 et la ligne 4 ne présentent pas de phénomène similaire : aucune
autre ligne d’assurance n’était couverte par le même traité de type Excédent de sinistre par
évènement.

Cependant, l’étude de la ligne 3 révèle qu’une dispersion trop importante du nuage de
point diminue la précision de la régression segmentée. Là, différentes tendances n’ont pas
pu être clairement identifiées.
C’est pourquoi la prise en compte des résidus est tout aussi cruciale pour les sinistres CAT
que les sinistres atypiques.

Figure 3.5 – Sinistres CAT nets rapportés aux CAT bruts

Ainsi, la modélisation proposée dans cette partie se révèle majoritairement efficace dans
la prise en compte de l’impact de la réassurance sur la sinistralité.
Toutefois, si cette première analyse graphique s’avère encourageante, une analyse quantita-
tive et systématique reste nécessaire afin de confirmer cette interprétation.

3.3.2 Tester la significativité des fonctions de réassurance avec le
test du R2

Afin de confirmer l’intuition fournie par cette première analyse graphique, il se révèle
nécessaire de proposer une méthode qui permette de déterminer la pertinence de cette mé-
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thode de manière plus systématique. C’est à cette fin qu’une approche reposant sur le test
du R2 a été développée.

Dans une régression, le R2, aussi appelé coefficient de détermination, est une mesure qui
permet de déterminer à quel point la variance de la variable d’intérêt peut s’expliquer par
la variable explicative [25].
En notant (Xs)1≤s≤S le vecteur des observations des variables explicatives, (Ys)1≤s≤S les
observations des variables d’intérêt et f la régression effectuée, la définition du R2 est donc
la suivante :

R2 =

∑S
s=1 (Ys − f(Xs))

2∑S
s=1

(
Ys − Y

)2
avec :

Y =
1

S

S∑
s=1

Ys la moyenne empirique de la variable d’intérêt

Cet indicateur permet donc les interprétations suivantes :
— Un modèle qui prédit systématiquement la moyenne aura un R2 de 0
— Un modèle dont la capacité de prédiction est parfaite aura R2 de 1
— Un modèle dont les prédictions sont moins bonnes que la moyenne peut avoir un

coefficient de R2 négatif

L’objectif de cet indicateur était en réalité double. Son intérêt premier était donc de vé-
rifier la capacité prédictive des fonctions de réassurance choisies. Cependant, un deuxième
objectif était aussi de s’assurer qu’il n’y avait pas de "sur-apprentissage". Autrement dit,
l’enjeu était d’éviter une situation dans laquelle les fonctions de réassurance colleraient "trop
bien" aux données, et seraient donc inadaptées dès lors que de nouvelles observations sont
introduites [12].

Pour ce faire, pour chaque ligne d’assurance et chaque type de sinistre testé, un échan-
tillon aléatoire d’observations appelé "échantillon test" et noté Stest a été retiré des S si-
mulations. L’estimation des fonctions de réassurance a donc effectué sur les Sentrainement

observations restantes.
Ainsi, en comparant les statistiques de R2 sur ces deux échantillons, il est possible de dé-
terminer si du sur-apprentissage a eu lieu.

Les résultats de cette analyse, qui apparaissent sur la figure 3.6, permettent tout d’abord
de s’assurer de la pertinence de cette méthode pour les sinistres atypiques.
En effet, à l’exception des lignes d’assurance pour lesquelles les sinistres atypiques étaient
nuls (lignes 11-12, 14-15, 42-44), le R2 est systématiquement supérieur à 0.8, et presque
identique pour les deux échantillons.

Dans le cas des sinistres CAT, le résultat est à l’image de l’analyse graphique menée en
partie 3.3.1. Ainsi, si pour la majorité des lignes, le niveau de R2 est comparable à celui des
sinistres atypiques, il peut descendre jusqu’à 0.4, comme c’est le cas pour la ligne 5.
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Ces valeurs correspondent aux lignes pour lesquelles la relation entre les sinistres bruts et
les sinistres nets sont moins directes (c.f ligne 3 de la figure 3.5).
C’est aussi pour ces lignes qu’il peut exister des différences significatives entre le R2 de
l’échantillon d’entraînement et celui de l’échantillon test.

Figure 3.6 – Statistique de R2 pour les échantillons d’entraînement et de test de chaque
ligne d’assurance

3.3.3 Écriture du nouveau programme d’optimisation

Cette analyse, d’abord graphique puis quantitative, montre donc la pertinence de la mé-
thode utilisée pour modéliser la totalité des fonctions de réassurance atypiques et la majorité
des fonctions de réassurance CAT.
Toutefois, il existe certaines lignes pour lesquelles la modélisation par régression linéaire
segmentée ne permet pas de prédire la sinistralité nette de manière précise.

Il convient cependant de noter que dans ces cas individuels, les nuages de points com-
parant la sinistralité nette à la sinistralité brute montrent une dispersion des observations
élevée. Il serait donc difficile de mettre au point une méthode qui permette d’obtenir des
fonctions de réassurance plus précises.
En outre, le traitement des résidus exploré en partie 3.2.2 permet en réalité de s’assurer que
le vecteur d’observation après δ est toujours relativement proche du vecteur d’observations
initial.
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Le programme d’optimisation de l’assureur peut donc effectivement être écrit avec des
valeurs nettes de réassurance :

min
δi(1≤i≤n)

(−
n∑

i=1

δiRdmtneti (1), CeCnet
(p) (δ1, ..., δn))

s.c. β
(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

n∑
i=1

δi × Primesneti > α0

n∑
i=1

Primesneti

Cependant, si ce programme est effectivement défini, sa résolution n’est manifestement
pas triviale. Dès lors, l’enjeu principal de cette étude est la mise au point d’une approche
qui permette de résoudre ce programme d’optimisation, ainsi que l’interprétation de ses
résultats.



Chapitre 4

Résolution du programme d’optimisation
par algorithmes génétiques

Lors de la formulation initiale du problème de frontière efficiente posée par Markowitz,
les hypothèses posées permettaient de déterminer la solution du problème de manière expli-
cite [18]. La courbe de la frontière efficiente était donc connue avec certitude.
En pratique, la plupart des problèmes de ce type ne permettent cependant pas de connaître
cet optimum théorique. Ces situations requièrent par conséquent un moyen de l’approcher
et de trouver l’ensemble solution qui s’en rapproche le plus. C’est à cette fin que divers
algorithmes de résolution de problèmes d’optimisation ont été mis au point.

Pour rappel, le problème d’optimisation qui caractérise cette étude, présenté en parties
2 et 3 est le suivant :

min
δi(1≤i≤n)

(−
n∑

i=1

δiRdmti(1), CeC(p)(δ1, ..., δn))

s.c. β
(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

n∑
i=1

δi × Primesi > α0

n∑
i=1

Primesi

Déterminer l’ensemble solution explicite de ce programme serait une tâche ardue ; c’est
pourquoi l’enjeu de cette partie est de déterminer quel algorithme d’optimisation appliquer
à ce problème.

Ainsi, cette partie commencera par donner un aperçu de différents algorithmes d’opti-
misation possibles en section 4.1. Il sera ensuite possible d’explorer en détail les algorithmes
génétiques, finalement retenus dans le cadre de cette étude en section 4.2.
Une faiblesse de l’algorithme génétique est cependant le fait que ses propriétés de conver-
gence peuvent être difficiles à déterminer. C’est pourquoi la section 4.3 analysera la conver-
gence de l’algorithme une fois appliqué au problème posé lors des précédentes parties.

4.1 Un aperçu des différents algorithmes d’optimisation

Afin d’être en mesure de résoudre le problème d’optimisation de la manière la plus
précise possible, il est nécessaire d’explorer au préalable les différents types d’algorithmes
d’optimisation possibles. Le but ici n’est pas de fournir une liste exhaustive de la totalité
des algorithmes d’optimisation ; seulement de rappeler leurs propriétés principales afin de

66
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comprendre le choix de l’algorithme retenu.

4.1.1 L’optimisation par la force brute

La nécessité d’employer un algorithme d’optimisation se comprend aisément après avoir
examiné le problème d’optimisation de cette étude sous l’angle de la force brute.

L’optimisation par force brute correspond à la méthode de résolution "naïve" d’un pro-
blème d’optimisation. En effet, cette méthode consiste tout simplement à calculer la fonction
objectif pour toutes les valeurs de paramètres possibles, et de ne conserver que celles dont
la performance est sur l’optimum.

Lorsque les paramètres évoluent au sein d’un espace continu, comme c’est le cas dans
pour les paramètres β

(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i , il est possible de discrétiser l’espace en considé-

rant un nombre P de valeurs uniformément réparties sur l’espace. Ainsi, soit Ai l’intervalle
[β

(min)
i , β

(max)
i ] discrétisé tel que :

Ai =

{
β
(min)
i +

β
(max)
i − β

(min)
i

P
× 1, ..., β

(min)
i +

β
(max)
i − β

(min)
i

P
× P

}
l’optimisation se ferait en calculant la totalité des valeurs des espaces suivants :

RdmtAdmissible =
{
Rdmt(p)(δ1, ..., δn), δi ∈ Ai

}
CeCAdmissible =

{
CeC(p)(δ1, ..., δn), δi ∈ Ai

}
Cette approche permet notamment de s’assurer que la distance maximale obtenue entre une
solution optimale estimée δ̂∗ et la solution optimale théorique δ∗ est au plus le pas. Dans
cet exemple, la distance maximale serait donc de β

(min)
i +

β
(max)
i −β

(min)
i

P
.

Toutefois, toute mise en pratique de cette méthode est très limitée par le nombre d’éva-
luations à effectuer. Tester P valeurs pour chaque paramètre δ1, ..., δn revient en effet à
évaluer P n fonctions objectifs.

Dans le cadre de cette étude, tester 10 valeurs pour chaque paramètre δi reviendrait donc
à calculer le rendement et le coût en capital un total de 1055 fois. Le nombre d’opérations
à effectuer dans le cadre de l’optimisation par la force brute est donc bien trop grand
pour un problème de cette échelle. Il est par conséquent nécessaire d’utiliser un algorithme
d’optimisation plus efficace.

4.1.2 Les algorithmes du gradient

Les algorithmes du gradient, méthode développée par Cauchy, cherchent à contourner le
problème du nombre d’évaluations de la méthode par la force brute en utilisant le gradient
de la fonction objectif [8]. Son principe est le suivant :
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Soit F une fonction objectif différentiable définie sur C, et ∇F son gradient. Cette mé-
thode repose sur la propriété suivante, qui découle de la définition du gradient :

si a > 0 et x ∈ C, , alors :
F (x− a∇F (x)) < F (x)

Dès lors, il est possible de s’approcher de la valeur du minimum local avec la suite
suivante : {

x0 ∈ C

xn+1 = xn − an∇F (xn)

Ainsi, en répétant le processus de manière itérative jusqu’à ce que |F (xn+1)−F (xn)| < ϵ,
où ϵ > 0 fixé, l’algorithme est garanti de converger vers un minimum local.

Deux faiblesses de cet algorithme sont cependant à constater.
Tout d’abord, cette méthode repose sur le fait que la fonction F est différentiable, et qu’il
est possible de déterminer son gradient. Ensuite, si la convergence vers un minimum local
est garanti, il n’est pas possible de s’assurer que le minimum obtenu est un optimum local.

Or, la forme de la fonction objectif du programme d’optimisation de l’assureur rend
difficile le processus d’obtention de la fonction gradient, ou même la démonstration que la
fonction objectif est différentiable.
En outre, l’objectif de cette étude n’est pas de trouver un optimum local, mais bel et bien
de déterminer les optimaux globaux, c’est-à-dire l’ensemble des solutions pour lesquelles il
est impossible d’améliorer le rendement sans détériorer le risque, ou inversement.

C’est pourquoi cette méthode est peu adaptée au problème posé ici.

4.1.3 Recherche des racines du gradient

Une autre approche à la question de l’optimisation est la suivante : si tous les optima
locaux intérieurs d’une fonction continue sont les points pour lesquels le gradient est nul, il
suffit d’annuler le gradient pour déterminer les optima d’une fonction. C’est là la méthode
de Newton [17].

Le point de départ de cet algorithme est le développement de Taylor de degré un, dont
la définition est la suivante :
Si f définie sur C est une fonction différentiable, alors pour x0 ∈ C, l’approximation suivante
est vérifiée :

∀x ∈ C :

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o (x− x0)

Il est donc possible de s’approcher de la racine de la fonction f par l’équation suivante :
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0 = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

⇒ x = x0 −
f(x0)

f ′(x0)

Dès lors, il est possible de s’approcher fortement de la valeur de la racine de la fonction
f , et donc d’un optimum local de sa primitive F à chaque itération de la suite suivante :


x0 ∈ C

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)

Cet algorithme n’est cependant lui non plus pas sans faiblesse. La principale est le fait
que, pour déterminer un optimum de F , il est nécessaire d’estimer non seulement sa dérivée
première f , mais aussi sa dérivée seconde f ′. Or, il est difficile de garantir que la fonction
objectif F soit deux fois dérivable, ou d’estimer la matrice Hessienne de cette fonction.
En outre, il est possible que la racine obtenue ne soit en réalité pas un optimum local, mais
un point selle.
Enfin, tout comme pour l’algorithme de descente du gradient, cet algorithme ne permet pas
de déterminer l’optimum global, mais seulement un optimum local.

Ainsi, s’il existe une grande diversité des algorithmes d’optimisation, tous ne sont pas
adaptés à la résolution du problème de l’assureur tel qu’il est posé dans cette étude.

Cependant, si les algorithmes présentés ci-dessus ont l’avantage de présenter des proprié-
tés de convergence claires, il existe aussi un certain nombre d’algorithmes d’optimisation
pour lesquels la convergence est plus difficile à étudier. Ces algorithmes appelés heuristiques
nécessitent souvent moins d’hypothèses, et s’appliquent donc plus facilement à une variété
de problèmes d’optimisation.

C’est notamment dans cette catégorie que se situent les algorithmes génétiques, qui
correspondent à la méthode finalement retenue pour cette étude.

4.2 Résolution de problèmes multi-objectif avec un algo-
rithme génétique

Les algorithmes génétiques, classés comme algorithmes heuristiques, correspondent à un
type de méthode d’optimisation reposant sur le concept d’évolution au sens darwinien du
terme [19].
Ils fonctionnent donc en considérant une population d’individus, c’est-à-dire de valeurs pos-
sibles pour chacun des paramètres, puis en sélectionnant les "meilleurs" d’entre eux, et en
leur appliquant un processus de mutation et de croisement.
Le programme d’optimisation de l’assureur développé en parties 2 et 3 sera donc résolu à
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l’aide d’un algorithme génétique qui a déjà fait ses preuves dans d’autres problèmes d’opti-
misation de portefeuille [20] : l’algorithme NSGA-II.

Il convient donc dans un premier temps de définir cet algorithme (4.2.1). Il sera ensuite
possible de l’appliquer directement au problème, et donc d’obtenir des premiers résultats
(4.2.2).

4.2.1 Présentation de l’algorithme génétique NSGA-II

L’algorithme NSGA-II, développé par Deb, Pratap, Agarwal, et Meyarivan [10] a été
choisi pour mener cette étude en raison de sa capacité à résoudre un problème d’optimisa-
tion multi-objectif sous contraintes, ainsi que sa vitesse de convergence vers les optima de
Pareto.

L’objectif de cet algorithme est en effet de déterminer une population de N individus
qui parcourent l’ensemble des optima de Pareto du problème. En tant qu’algorithme géné-
tique, son principe est de générer une population au hasard sur l’ensemble des solutions,
puis d’utiliser les meilleurs individus de cette population pour générer une population à
l’aide d’opérateurs de croisement et de mutation. Cette procédure est ensuite répétée de
manière itérative pour converger vers une population qui parcoure l’ensemble des optima
du problème.

Cet algorithme repose donc sur trois opérateurs particuliers :

1. L’opérateur de croisement :
l’opérateur de croisement promu est l’opérateur de croisement binaire simulé, dont
l’objectif est d’adapter l’opérateur au niveau du bit à l’ensemble des réels (c.f. Annexe
C)

2. L’opérateur de mutation :
Dans le cas de l’opérateur de mutation, c’est l’opérateur polynomial qui est promu
(c.f. Annexe D)

3. L’opérateur de fitness :
Pour comparer le fitness des individus, ceux-ci sont triés par non-domination. Ainsi,
les individus qui ne sont pareto-dominés par aucun individu de la population sont
classés dans l’ensemble F1. Puis, ceux qui ne sont dominés que par les individus de Fi

sont classés dans l’ensemble Fi+1, et cette procédure est répétée de manière itérative
jusqu’à Fq+1 = ∅.

L’algorithme consiste donc à 6 étapes :

1. Initialisation de la population P0 de N individus, et utilisation de processus de croi-
sements et de mutations au sein de P0 afin de créer la génération Q0 de N individus

2. Création de la population Rg = Pg

⋃
Qg
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3. Classement de la population Rg au sens F
4. Sélection des N meilleurs individus de Rg pour former la population Pg+1.

Dans le cas où il faudrait départager les individus de Fi, ceux-ci sont classés selon
leur crowding distance, qui mesure la densité des populations dans le voisinage, de
manière à choisir les individus les mieux répartis sur l’ensemble des solutions.

5. Création de la génération Qg+1 de N individus à l’aide de croisements et mutations
au sein de la population Pg+1

6. Répétition des étapes 2 à 5 jusqu’à I itérations

Figure 4.1 – Procédure de l’algorithme NSGA-II (source : [10])

En appliquant cet algorithme au problème d’optimisation posé (4.1), il est donc possible
de converger par itérations vers l’ensemble des optima de Pareto, malgré le fait que la défi-
nition explicite de ces optima ne soit pas connue.

Cet algorithme a donc comme avantage majeur le fait que très peu d’hypothèses doivent
être posées afin de l’appliquer à un problème d’optimisation. Cependant, ce manque d’hy-
pothèses se traduit aussi par une difficulté à déterminer ses propriétés de convergence théo-
riques.
C’est pourquoi l’enjeu est maintenant d’étudier la convergence lorsque le NSGA-II est ap-
pliqué au programme d’optimisation de l’assureur.

4.2.2 L’application du NSGA-II au problème d’optimisation de
l’assureur

Maintenant l’algorithme NSGA-II défini, il peut être utilisé dans le cadre de cette étude
pour déterminer l’ensemble des optima du problème d’optimisation. En particulier, c’est au
programme d’optimisation suivant qu’il est appliqué :
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min
δi(1≤i≤n)

(−
n∑

i=1

δiRdmti(1), CeC(p)(δ1, ..., δn))

s.c. 0.5 ≤ δi ≤ 1.2 ∀i ∈ (1, ..., n)

0.9
n∑

i=1

Primei ≤
n∑

i=1

δiPrimei

(4.1)

Autrement dit, pour tout i ∈ [1, ...n], il a été fixé βmin = 0.5 et βmax = 1.2, pour une di-
minution maximale par ligne de 50 % et une augmentation maximale de 20 %. En outre, une
contrainte supplémentaire empêchant la prime totale de diminuer de plus de 10 % a été fixée.

Puisque la convergence théorique de l’algorithme n’est pas assurée, il est impératif d’ob-
server ses résultats afin de déterminer s’ils sont satisfaisants. Pour ce faire, deux types de
sorties de l’algorithme peuvent être étudiés : l’apparence de la fonction objectif, et l’appa-
rence des paramètres obtenus.

Étudier la convergence à l’aide de la fonction objectif

Étudier la fonction objectif revient à observer les valeurs que prennent les fonctions de
rendement et de risque après un certain nombre d’itérations du NSGA-II. Cela signifie donc
que l’apparence de la frontière efficiente doit être étudiée.

C’est à cette fin que la figure 4.2 montre les valeurs que parcourent la frontière efficiente
selon le nombre d’itérations de l’algorithme.
Puisque l’objectif est ici de minimiser le coût en capital tout en maximisant le rendement,
une solution est d’autant plus optimale qu’elle se situe en haut à gauche sur la figure. C’est
donc une représentation analogue à la frontière efficiente usuelle en mathématiques finan-
cières (voir partie 2.1.2).

L’analyse de cette figure révèle donc que l’algorithme permet bien de s’approcher de la
frontière efficiente théorique. En effet, l’augmentation du nombre d’itérations de l’algorithme
permet de translater la totalité de la frontière efficiente obtenue vers le quadrant supérieur
gauche de la figure.
Il apparaît par ailleurs qu’il est bien possible d’optimiser davantage le portefeuille d’assu-
rance étudié. Cela s’observe par le fait que le portefeuille actuel, c’est-à-dire le portefeuille
pour lequel δ1 = ...δn = 1, a un rendement plus faible et un risque plus élevé qu’un grand
nombre de valeurs sur la frontière efficiente.

Cela ne permet cependant pas de garantir le fait que l’optimum théorique est atteint.
C’est pourquoi une étude supplémentaire des paramètres qui permettent d’obtenir ces com-
binaisons de rendement et de coût en capital est nécessaire.
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Figure 4.2 – Convergence de l’algorithme NSGA-II

Étudier la convergence en observant les paramètres

Tandis que l’analyse de la frontière efficiente permet de déterminer l’optimum trouvé
par l’algorithme d’optimisation, l’analyse des paramètres qui permettent d’atteindre cet op-
timum révèle aussi des informations sur ses propriétés de convergence. C’est à cette fin que
la courbe du facteur d’évolution est étudiée ici.

Définition : fonction du facteur d’évolution d’une ligne d’assurance

Soient G le nombre de générations utilisé lors de l’algorithme NSGA-II et Q le nombre de
points considérés sur la frontière efficiente
Soit

(
CeC∗

(1)g
, ..., CeC∗

(Q)g

)
les valeurs ordonnées des valeurs de CeC obtenues par l’algo-

rithme NSGA-II à la g-ième génération
Alors, la fonction d’évolution de la ligne i ∈ {1, ..., n} notée evoli,g est la fonction qui prend
en argument une position sur la frontière efficiente, et qui renvoie la valeur de δi qui permet
de l’atteindre :

evoli,g : {1, ..., Q} −→ [β
(min)
i , β

(max)
i ]

n 7→ δ∗i , tq CeC(δ∗i ) = CeC∗
(n)g

(4.2)
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La courbe de la fonction evoli,g représente donc les facteurs d’évolution de la ligne i, notés(
δi(1), ..., δi(Q)

)
qui permettent respectivement d’obtenir chaque couple

(
CeC∗

(q)g
, Rdmt∗(q)g

)
1≤q≤Q

sur la frontière efficiente.

La Figure 4.3 montre donc l’apparence de cette courbe pour une ligne d’assurance avec
un excellent profil rendement/risque selon le nombre de générations NSGA-II. Cette figure
permet d’observer que, sur une telle ligne, l’algorithme a bien l’effet escompté :

— Lorsque le nombre de générations g est faible, le facteur d’évolution δ∗i associé à cette
ligne varie beaucoup selon la position sur la frontière efficiente

— Lorsque le nombre de générations g est élevé, le facteur d’évolution δ∗i associé à
une ligne très performante converge vers la contrainte supérieure quelle que soit la
position sur la frontière efficiente.

Cette approche semble par conséquent adéquate lorsque le profil rendement / risque
d’une ligne d’assurance est très positif ou très négatif, puisque l’évolution optimale est alors
d’aller coller à la contrainte.

Figure 4.3 – Courbe du facteur d’évolution d’une plus petite ligne après 100 itérations

Cependant, lorsque le profil de la ligne d’assurance donne lieu à des conclusions moins
évidentes, ou que la ligne a un impact plus ténu sur le portefeuille en raison de sa taille,
la convergence n’est pas aussi précise. C’est ce que montre la Figure 4.4, sur laquelle est
représentée la courbe d’évolution après 100 itérations d’une ligne peu risquée, mais à faible
rendement. Là, trois phénomènes sont à constater :

— Puisque la ligne est peu risquée, le facteur δ∗i sur la partie "à gauche" de la frontière
efficiente est élevé

— La ligne étant peu rentable, le facteur d’évolution δ∗i associé est faible sur la partie
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"droite" de la frontière efficiente
— Après 100 itérations, aucune convergence n’est vraiment observée sur la partie inter-

médiaire de la frontière efficiente
L’étude de la courbe d’évolution révèle donc ici que le facteur d’évolution de l’algorithme

NSGA-II δ∗i peut éprouver des difficultés à converger sur certains segments de la frontière ef-
ficiente. En particulier, lorsque la ligne i est relativement petite, ou a un impact mitigé entre
le risque et le rendement, la taille de ce segment de non-convergence a tendance à augmenter.

Figure 4.4 – Ligne d’assurance pour laquelle la convergence est volatile

La conséquence de cette volatilité est qu’il est très difficile de fournir une interprétation
économique ou stratégique sur le segment de la frontière efficiente concernée. L’objectif de
cette étude est en effet de déterminer de manière algorithmique comment développer le
portefeuille d’assurance d’un assureur. Or, dès lors qu’une oscillation aussi significative est
constatée, il devient impossible d’établir une recommandation d’évolution claire pour la
ligne d’assurance qui permette d’atteindre le couple rendement / risque recherché.

L’étude des résultats d’une itération de l’algorithme NSGA-II permet donc d’établir que
l’approche développée ici est très performante dès lors que l’objectif est de déterminer les
lignes d’assurance dont l’impact sur le portefeuille est le plus important. Cependant, lorsque
l’impact d’une ligne est plus disparate, la convergence vers un résultat stable se fait plus
difficilement.

En pratique, lorsque le facteur d’évolution de la ligne i δi oscille entre deux valeurs
extrêmes sur un segment de la frontière efficiente, aucune interprétation économique ne
peut être faite.
C’est pourquoi il est nécessaire d’améliorer le modèle développé lors de cette étude davantage
en mettant au point une méthode capable de déterminer la stabilité des facteurs d’évolution.
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4.3 Vérifier la fiabilité de l’algorithme à travers plusieurs
itérations

L’analyse des résultats de l’algorithme NSGA-II au problème met en réalité évidence
la faiblesse principale de cet algorithme : sa stochasticité. Autrement dit, le fait que les
sorties de cet algorithme soient aléatoires par définition signifie qu’il est difficile de garantir
l’exactitude des résultats obtenus.
Il est donc nécessaire d’établir la nature de la volatilité des vecteurs de facteurs d’évolution(
δ∗i,q
)
1≤q≤Q

obtenus. La question est notamment de déterminer si les oscillations constatées
sont effectivement statistiquement significatives, si elles proviennent d’un manquement de
l’algorithme NSGA-II, ou si les lignes d’assurance concernées ont un impact trop faible sur
le portefeuille pour être modélisé.

C’est pourquoi cette partie se termine par une étude statistique des résultats obtenus.

Pour ce faire, la méthode proposée consiste à répéter la totalité de l’algorithme NSGA-II
plusieurs fois afin d’obtenir un échantillon d’observations des facteurs d’évolution (δ∗i )1≤i≤n

(4.3.1).
Cet échantillon permettra ensuite de déterminer si les résultats obtenus sont statistiquement
significatifs (4.3.2).
Enfin, il sera possible de mettre au point une approche qui permette de stabiliser les résul-
tats, ainsi de comparer la volatilité des différentes lignes d’assurance (4.3.3).

4.3.1 Générer une base de données des résultats en multipliant les
itérations de l’algorithme NSGA-II

L’incertitude liée aux résultats de l’algorithme relevée lors de la section précédente (4.2.2)
porte principalement sur les paramètres δ∗ utilisés pour tracer la frontière efficiente. En effet,
puisque le NSGA-II est un algorithme stochastique, l’optimum δ∗ obtenu est une variable
aléatoire par définition, et il convient donc d’analyser ses propriétés.
Ainsi, avec i ∈ {1, ..., n} une ligne d’assurance et q ∈ {1, ..., Q} une position sur la frontière
efficiente, l’objectif est de générer un vecteur de T observations indépendantes et identique-
ment distribuées du facteur d’évolution optimal δ∗i,q identifié par l’algorithme.

Pour ce faire, il suffit de ré-exécuter le NSGA-II T fois, en gardant fixe le nombre de
générations G et de points sur la frontière efficiente Q.

Cela permet donc d’avoir accès aux observations suivantes :
—
(
Rdmt∗1t, ..., Rdmt∗Qt

)
1≤t≤T

les T réalisations des vecteurs des Q rendement optimaux
obtenus par le NSGA-II

—
(
CeC∗

1 t, ..., CeC∗
Qt

)
1≤t≤T

les T réalisations des vecteurs des Q Coûts en Capital op-
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timaux correspondants
—
(
δ∗i,q1, ..., δ

∗
i,qT

)
les T réalisations du facteur d’évolution de la ligne i permettant d’ob-

tenir le q-ième couple
(
Rdmt∗qt, CeC∗

q t

)
1≤t≤T

correspondant

Il est important de noter que les résultats obtenus par le NSGA-II correspondent tou-
jours à l’optimum trouvé par l’algorithme. Ainsi, Tous les couples

(
Rdmt∗qt, CeC∗

q t

)
1≤q≤Q

obtenus sont ceux pour lesquels aucune combinaison de paramètres δ ne permet d’améliorer
le rendement sans détériorer le risque ou inversement.

Ainsi, à chaque itération t ∈ {1, ..., T}, il existe une suite
(
u
(t)
q

)
1≤q≤Q

à valeurs dans

{1, ..., Q} qui permette d’ordonner les vecteurs de rendement et de coût en capital conjoin-
tement, tels que :

Rdmt∗
u
(t)
1 t

≤ Rdmt∗
u
(t)
2 t

≤ ... ≤ Rdmt∗
u
(t)
Q t

CeC∗
u
(t)
1 t

≥ CeC∗
u
(t)
2 t

≥ ... ≥ CeC∗
u
(t)
Q t

Les notations sont donc les suivantes :

— Rdmt∗(1)t
≤ Rdmt∗(2)t

≤ ... ≤ Rdmt∗(Q)t
les Q réalisations du rendement ordonnées

selon la suite
(
u
(t)
q

)
1≤q≤Q

— CeC∗
(1)t

≤ CeC∗
(2)t

≤ ... ≤ CeC∗
(Q)t

les Q réalisations du Coût en capital ordonnées

selon la même suite
(
u
(t)
q

)
1≤q≤Q

—
(
δ∗i,(1)t

, ..., δ∗i,(Q)t

)
les facteurs d’évolution de la ligne i correspondants

En pratique, on constate peu de volatilité entre les différents couples ordonnés
(
Rdmt∗(q)t

, CeC∗
(q)t

)
à chaque itération de la frontière efficiente (c.f Figure 4.5).
Les réalisations "ordonnées" de δ∗i,(q) permettent donc d’obtenir un rendement et un coût en
capital équivalent.
En outre, en gardant fixe le nombre de générations et de points sur la frontière efficiente à
chaque itération de l’algorithme, il est possible de s’assurer que chaque itération du para-
mètre d’évolution de la ligne i en q-ième position δ∗i,(q) est indépendante et identiquement
distribuée.

Il est donc possible d’effectuer des tests statistiques sur les différentes réalisations de
δ∗i,(q) afin d’en déterminer les propriétés.
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Figure 4.5 – Illustration de la multiplication des itérations de frontières efficientes

4.3.2 Mettre en place un test de significativité des résultats

La méthode mise au point ici est née du besoin de vérifier si les résultats de l’algorithme
NSGA-II étaient statistiquement significatifs. En effet, lorsque des oscillations sont consta-
tées sur le vecteur du facteur d’évolution de la ligne i en fonction de la position sur la
frontière efficiente, plusieurs explications sont à distinguer (cf. Figure 4.4) :

— Ces oscillations sont réellement significatives, et correspondent aux valeurs optimales
du vecteur

(
δ∗i,(q)

)
1≤q≤Q

— Le NSGA-II converge bien vers le paramètre optimal, mais des oscillations autour de
l’optimum sont constatées en raison de la stochasticité de l’algorithme

— Le NSGA-II ne converge pas pour la ligne et le segment de la frontière efficiente
concernée, et les valeurs obtenues doivent être ignorées.

Il est donc nécessaire de mettre tout d’abord au point un test statistique qui permette
d’identifier les résultats qui relèvent de cette troisième catégorie. Autrement dit, l’objectif
est de s’assurer que les résultats obtenus permettent effectivement d’améliorer le portefeuille
sur les axes de rendement et de risque.

Or, sous l’hypothèse selon laquelle la fonction objectif du NSGA-II est totalement indé-
pendante des paramètres δ, aucune convergence ne peut avoir lieu. Par conséquent, la distri-
bution des paramètres δ devient celle d’une loi uniforme entre les contraintes. (c.f Figure 4.6)

La méthode proposée consiste donc à observer les T réalisations du facteur d’observation
δ permettant d’obtenir le q-ième couple rendement / risque

(
δ∗i,(q)t

)
1≤t≤T

, et à comparer la
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distribution des observations avec celles d’une loi uniforme U [βmin
i , βmax

i ].
Pour ce faire, un test de Kolmogorov-Smirnov est appliqué à chaque vecteur d’observations(
δ∗i,(q)t

)
1≤t≤T

.

Figure 4.6 – La distribution uniforme des paramètres δ sans fonction objectif

Le test de Kolmogorov-Smirnov est une statistique de test qui vise à comparer la fonc-
tion de répartition empirique des observations d’une variable aléatoire à une fonction de
répartition théorique [16].
En notant (X1, ..., XN) les observations de la variable aléatoire X, la statistique de Kolmogorov-
Smirnov se définit de la manière suivante :

Soit Fn la fonction de répartition empirique de X, définie par :

FN(x) =
1

N

N∑
k=1

1(Xk ≤ x)

Soit F une fonction de répartition théorique.
Alors, la statistique de test de Kolmogorov-Smirnov, notée KSN , est définie par :

KSN = sup
x

|FN(x)− F (x)|

Intuitivement, la statistique KSN donne donc l’écart maximal obtenu entre la fonction
de répartition théorique et la fonction de répartition testée.
En calculant la probabilité asymptotique de P(KSN < x), il est donc possible de déterminer
un test permettant de rejeter ou non l’hypothèse nulle selon laquelle X suivrait la loi de F
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[26].

En appliquant ce test au contexte de cette étude, pour une ligne d’assurance i, il est
donc possible de déterminer pour chaque q ∈ {1, ..., Q} si le facteur d’évolution δ∗i,(q) est
significatif ou non.

— si l’hypothèse nulle est rejetée, les observations de
(
δ∗i,(q)t

)
1≤t≤T

ne suivent pas une
loi uniforme entre les contraintes. Les résultats pour la ligne i sur le point q de la
frontière efficiente sont donc significatifs.

— si l’hypothèse nulle n’est pas rejetée, il n’est pas possible de considérer que les ob-
servations de

(
δ∗i,(q)t

)
1≤t≤T

ne suivent pas une loi uniforme entre les contraintes. Les
résultats pour la ligne i sur le point q de la frontière efficiente doivent donc être
ignorés.

Cette méthode permet donc de déterminer si les résultats obtenus sont significatifs.
Cependant, quand bien même ils le seraient, les oscillations possibles observées sur certains
segments de la frontière efficiente rendent difficile le fait d’appliquer une stratégie concrète.
C’est pourquoi l’enjeu est maintenant d’utiliser les multiples itérations du NSGA-II pour
stabiliser les facteurs d’évolution δ de l’algorithme.

4.3.3 Stabilisation des résultats obtenus

L’objectif du test de significativité effectué jusqu’à présent était de déterminer si le
NSGA-II permettait de converger vers l’optimum ou non. Toutefois, il est possible que les
oscillations constatées soient dues, non pas au fait que l’algorithme ne converge pas vers
l’optimum, mais à la volatilité inhérente aux algorithmes génétiques.
C’est pourquoi il est maintenant question de stabiliser les résultats obtenus, et ainsi obtenir
un vecteur de facteurs d’évolution

(
δ∗i,(q)

)
1≤q≤Q

pour chaque ligne i plus proche de l’opti-

mum réel.

Pour ce faire, la méthode retenue consiste à calculer l’espérance de ce facteur δ∗i,(q).

Déterminer l’espérance de δ∗i,q

Si la stochasticité inhérente au NSGA-II signifie que sa sortie pour le paramètre δ∗i,(q)
est une variable aléatoire, les multiples itérations réalisées en 4.3.1 permettent d’en obtenir
une liste de réalisations indépendantes et identiquement distribuées. Il est donc possible
d’appliquer la méthode suivante :

Soit i ∈ {1, ..., n} et q ∈ {1, ..., n}.
Déterminer l’espérance du facteur d’évolution de la ligne i à la q-ième position sur la fron-
tière efficiente δ∗i,q se fait aisément en utilisant la Loi Forte des Grands Nombres.
Celle-ci stipule en effet que, avec T ∈ N observations indépendantes et identiquement dis-
tribuées de la variable δ∗i,q [11] :
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lim
T→+∞

1

T

T∑
t=1

δ∗i,qt = E
[
δ∗i,q
]

Ainsi, pour stabiliser paramètres δ, il suffit de calculer la moyenne empirique. De la
sorte, il est possible de soustraire la volatilité inhérente aux vecteurs δ∗i,(q) obtenus par une
itération de l’algorithme.

Quantifier la dispersion de δ∗i,q

Si le calcul de l’espérance du paramètre δ∗i,q permet certes d’obtenir des résultats plus
stables, il est tout de même intéressant d’analyser leur volatilité. En effet, si une ligne voit
ses facteurs d’évolution δi soumis à de plus fortes oscillations, c’est que l’impact de cette
ligne sur les fonctions objectifs est moins important. De la sorte, l’assureur disposera de plus
de marge de manœuvre pour rester vers l’optimum.

Il serait alors intuitif d’utiliser des intervalles de confiance pour quantifier cette disper-
sion. Toutefois, l’objectif n’est pas ici de déterminer le seuil à partir duquel un résultat ne
serait plus significatif, mais simplement de mettre au point un indicateur qui distingue les
lignes pour lesquelles le facteur δ est volatile de celles où il ne l’est pas.

C’est pourquoi la méthode finalement retenue consiste à déterminer les quantiles empi-
riques.

Ainsi, soit α le niveau de confiance souhaité. Soit i ∈ {1, ..., n} et q ∈ {1, ..., n}.
La dispersion du facteur d’évolution sur le q-ième point de la frontière efficiente δ∗i,q
s’observe à l’aide des quantités suivantes :

Quantilesup = inf
x

{
x|

(
T∑
t=1

1(δ∗i,qt ≤ x)

)
> (1− α)T

}

Quantileinf = inf
x

{
x|

(
T∑
t=1

1(δ∗i,qt ≤ x)

)
> αT

}

La dispersion correspond donc à l’écart entre la (αT )-ième plus petite observation de δ∗i,q
et la (αT )-ième plus grande observation.

Il convient toutefois de noter que cette méthode pose la question de la détermination du
choix du nombre d’itérations T . Une valeur de T trop faible diminuerait la précision de l’es-
timateur de l’espérance, et ne permettrait donc pas de stabiliser les δ de manière adéquate.
À l’inverse, une valeur de T trop élevée poserait des difficultés supplémentaires, en particu-
lier au niveau du temps d’exécution de l’algorithme.

Le choix du paramètre T est donc le résultat de l’arbitrage entre précision et temps
d’exécution.
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Figure 4.7 – Espérance et dispersion de δ∗i,q au quantile 0.1 pour une ligne i donnée

En somme, parmi les différents algorithmes d’optimisation existants, l’algorithme géné-
tique NSGA-II semblait être le mieux adapté pour résoudre le problème posé. De fait, aucune
difficulté particulière n’a été constatée lors de l’identification de couples (Rdmt, CeC) plus
performants que le portefeuille de base.

Cependant, s’il est possible d’obtenir des résultats très pertinents pour les lignes dont
l’impact est important, le facteur δ de lignes au profil plus mitigé peut être bien plus variable.
Cette difficulté peut cependant être surmontée en multipliant les itérations du NSGA-II. De
la sorte, il est possible d’effectuer des tests de significativité, ainsi que de stabiliser les ré-
sultats.

Dès lors, l’enjeu est de déterminer comment interpréter les résultats. En effet, au terme
de l’étude réalisée, le modèle développé renvoie encore Q scénarios différents, correspondant
à Q points différents sur la frontière efficiente obtenue. En outre, pour chacun de ces scéna-
rios, en plus d’un facteur d’évolution δi,q moyen pour chaque ligne i, la dispersion est aussi
à prendre en compte.

C’est pourquoi il est nécessaire de proposer une approche qui synthétise les résultats du
modèle développé, et qui permette d’appliquer ses conclusions de manière concrète.



Chapitre 5

Application sur un portefeuille d’assurance
d’AXA

L’objectif de cette étude, in fine, était de créer un outil capable de trouver de manière
algorithmique quelle est l’évolution optimale de chaque ligne d’assurance qui comprend le
portefeuille. Pour ce faire, les parties 2 et 3 se sont concentrées sur l’écriture du programme
d’optimisation en lui-même, tandis que la partie 4 s’est concentrée sur ses méthodes de
résolution.

De la sorte, le modèle développé jusqu’ici a permis d’obtenir les résultats suivants :
— Les couples de Rendement et de coût en capital atteignables en faisant varier l’expo-

sition au risque des lignes d’assurance
— Les facteurs d’évolution δ à appliquer à chaque ligne d’assurance afin d’atteindre ces

couples rendement / coût en capital
— Les résultats des tests de significativité permettant de déterminer si ces facteurs

d’évolution sont statistiquement significatifs
— Des intervalles donnant la marge de manœuvre pour chaque ligne d’assurance si

l’objectif est de rester proche de l’optimum
L’étape suivante est donc naturellement le passage de ces résultats théoriques à une

décision pratique. Cependant, la grande quantité d’informations données rend ce processus
non trivial, et ce d’autant plus que Q points de frontière efficiente sont donnés.

L’objectif de cette partie est donc de donner un aperçu des interprétations possibles des
résultats ci-dessus. Cela se fera notamment à travers l’application du modèle au portefeuille
d’assurance AXA, pour lequel des exemples de processus de décision seront mis en place.
Un premier processus consistant à synthétiser la totalité de la frontière efficiente de la
manière la plus concise possible sera donc exploré dans une section 5.1.
L’idée de concentrer l’analyse sur le segment de la frontière efficiente désiré pourra ensuite
être explorée en section 5.2.

5.1 Synthétiser la totalité de la frontière efficiente

L’objectif de cette première règle de décision mise au point est de simplifier le plus pos-
sible la lecture des résultats du modèle. C’est pourquoi le processus de décision mis au point
ici vise à synthétiser simplement la totalité de la frontière efficiente.

Ici, cette synthèse passe tout d’abord par la réduction des Q points sur la frontière

83
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efficiente à un unique facteur par ligne d’assurance, effectuée en section 5.1.1. Ensuite, une
fois ces uniques facteurs obtenus, la section 5.1.2 les analysera afin de déterminer notamment
leur cohérence avec les résultats attendus.

5.1.1 Synthétiser simplement les informations pour chaque ligne
d’assurance

La première difficulté lors de l’interprétation directe des sorties du modèle est la présence
de Q points sur la frontière efficiente obtenue, ainsi que de n facteurs d’évolution pour chacun
de ces points.

Ainsi, pour obtenir un facteur unique pour chaque ligne d’assurance i ∈ {1, ..., n}, il
est naturel de penser à calculer la moyenne empirique de son facteur d’évolution sur les Q

observations. Autrement dit, le facteur retenu proposé ici est le suivant :

∆i =
1

Q

Q∑
q=1

E
[
δ∗i,q
]

Sous réserve de significativité, interpréter ce facteur agrégé ∆i est assez intuitif :

— Plus ∆i est supérieur à 1, plus il est recommandé, en moyenne, de faire croître la
ligne d’assurance i afin de se rapprocher de la frontière efficiente

— Plus ∆i est inférieur à 1, plus il est recommandé, en moyenne, de faire diminuer la
ligne d’assurance i afin de se rapprocher de la frontière efficiente

— Plus ∆i est proche de 1, plus il est recommandé, en moyenne, de maintenir la ligne
d’assurance i à son niveau actuel afin de se rapprocher de la frontière efficiente

Une simplification supplémentaire peut en outre être effectuée ; il suffit de classer les
lignes d’assurance en trois catégories selon la valeur de leur facteur agrégé ∆i.
Ainsi, en fixant les seuils ∆(croitre)

i et ∆(decroitre)
i , la classification suivante peut être effectuée :

— Si le test de significativité ne permet pas de rejeter l’hypothèse nulle :
la ligne i est classée dans la catégorie "non significatif"

— Si ∆i > ∆
(croitre)
i et que l’hypothèse nulle est rejetée :

la ligne i est classée dans la catégorie "croître"
— Si ∆i < ∆

(decroitre)
i et que l’hypothèse nulle est rejetée :

la ligne i est classée dans la catégorie "croître"
— Si ∆i ∈

[
∆

(decroitre)
i ,∆

(croitre)
i

]
et que l’hypothèse nulle est rejetée :

la ligne i est classée dans la catégorie "maintenir"

Intuitivement, cette approche permet notamment de faire passer dans la catégorie "main-
tenir" les lignes pour lesquelles le facteur δi,q change beaucoup selon la position sur la fron-
tière efficiente q. Ainsi, il est possible d’obtenir une vision synthétique et simple de la frontière
efficiente, qui peut se résumer à une seule valeur par ligne d’assurance (c.f. Figure 5.4).

Il convient cependant de noter que cette approche ne prend pas en compte l’intervalle
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de dispersion des facteurs δ. Une manière d’intégrer cet aspect des résultats sans augmenter
le nombre d’indicateurs serait de changer la méthode de classification.
Un exemple d’une telle méthode serait de considérer que la ligne est à croître si le facteur
agrégé ∆i > 1 et à décroître si ∆i < 1, mais de fixer un seuil de dépassement maximal d :

— Si ∆i > 1, mais que
∑Q

q=1 1(Quantileinfi,q < 1) > d :
La ligne i passe dans la catégorie "maintenir"

— Si ∆i < 1, mais que
∑Q

q=1 1(Quantilesupi,q > 1) > d :
La ligne i passe dans la catégorie "maintenir"

Intuitivement, cette approche permet aussi de faire passer dans la catégorie "maintenir"
les lignes pour lesquelles la dispersion de δi,q selon les itérations t ∈ {1, ..., T} est telle qu’il
est difficile de fournir une recommandation unique.

Figure 5.1 – Synthèse des ∆ par ligne d’assurance sur la frontière efficiente totale

5.1.2 L’analyse empirique des résultats

Maintenant que les résultats de l’algorithme pour chaque ligne d’assurance ont été syn-
thétisés en une classification simple, il convient d’étudier ces recommandations afin de dé-
terminer leur pertinence.

Pour ce faire, la Figure 5.2 représente la contribution de chaque ligne au coût en capital et
au rendement du portefeuille initial en fonction de leur recommandation. Le rendement étant
linéaire, la contribution au rendement peut être calculée directement. Ce n’est cependant
pas le cas de coût en capital, et c’est pourquoi sa contribution est calculée en réallouant
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le coût en capital total entre les différentes lignes. Pour ce faire, il est possible d’utiliser la
méthode d’allocation de la covariance, qui repose sur la propriété suivante :
Si (Xi)i≥1 est une suite de variables aléatoires, alors :

V ariance

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑
i=1

Cov

(
Xi,

n∑
j=1

Xj

)

Il est donc possible d’allouer la variance de chaque variable aléatoire telle que :

V ariance

(
n∑

i=1

Xi

)
= V ariance

(
n∑

i=1

Xi

)
×

n∑
i=1

Cov
(
Xi,
∑n

j=1 Xj

)
V ariance (

∑n
i=1Xi)

Appliquer cette méthode au portefeuille d’intérêt permet de calculer la contribution de
chaque ligne au coût en capital de la manière suivante :


ContribRdmti =

Rdmti(1)

Rdmt(p)(1)

ContribCeCi =
Cov

(
CeCi(1), CeC(p)(1)

)
CeC(p)(1)

L’analyse de cette figure révèle que les lignes de catégorie croître sont concentrées dans le
quadrant supérieur gauche, tandis que les lignes de catégorie "décroître" apparaissent dans
le quadrant inférieur droit. Les exceptions principales à cette règle sont les lignes situées en
dessous de l’axe des abscisses, pour lesquelles la recommandation est de décroître de manière
quasi-systématique.
Ces résultats correspondent donc exactement aux attentes. En effet, l’objectif est de géné-
rer du rendement tout en maîtrisant le risque. Or, plus une ligne est située haut sur cette
figure, plus son rendement est élevé, tandis qu’une ligne située vers la droite signifie que sa
contribution au coût en capital de l’ensemble du portefeuille est important.

Cette analyse permet donc de vérifier la pertinence de l’approche développée ici de
manière empirique, en confrontant les résultats de l’algorithme aux résultats attendus.
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Figure 5.2 – Profil rendement/risque de chaque ligne d’assurance en fonction de la recom-
mandation de l’algorithme

L’attrait principal de l’agrégation des résultats de la totalité de la frontière efficiente est
donc la simplicité. Obtenir un résultat unique par ligne d’assurance permet notamment de
faire ressortir de manière immédiate les lignes d’assurance les plus performantes, ainsi que
celles qui le sont le moins.

Cependant, cette simplicité ne peut se faire qu’au prix d’une grande quantité d’infor-
mations. Si une ligne i ∈ {1, ..., n} donnée est classée dans la catégorie "maintenir", cette
approche ne permet par exemple pas de faire la différence entre les situations suivantes :

1. Les cas où le facteur d’évolution E
[
δ∗i,q
]

est proche de 1 pour toutes les positions sur
la frontière efficiente q ∈ {1, ..., Q}

2. Les cas où, selon la position q, le facteur d’évolution E
[
δ∗i,q
]

passe de largement
supérieur à 1 à largement inférieur à 1

Dans le cas d’une ligne d’assurance dans la deuxième catégorie, cela signifie que la dé-
cision "maintenir" peut en réalité n’être optimale que sur un segment très réduit de la
frontière efficiente. De la sorte, appliquer cette règle de décision de manière uniforme à
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toutes les lignes d’assurance revient finalement à choisir une combinaison de δ à appliquer
qui peut être éloignée de tout point q sur la frontière efficiente.
Cette combinaison serait donc sous-optimale.

Afin de pallier cette difficulté, un second type d’approche doit notamment être abordé.

5.2 Segmenter la frontière efficiente selon les besoins

En tenant de synthétiser la totalité de la frontière efficiente en un seul indicateur par
ligne, un certain nombre de nuances au sein des résultats sont nécessairement mises à l’écart.
C’est par exemple le cas dès lors qu’une ligne i voit son facteur d’évolution E[δ∗i,q] changer
de façon significative selon la position sur la frontière efficiente q.

Pour pallier cette difficulté, deux types d’approches peuvent être envisagées. Une pre-
mière approche revient à augmenter le nombre d’indicateurs retenus par ligne d’assurance,
au prix d’un niveau de complexité plus important. Une deuxième approche serait de renon-
cer à synthétiser la totalité des informations présentes sur la frontière efficiente, et de ne se
concentrer que sur la partie de la frontière efficiente la plus intéressante.

Dans le cas de cette première approche, présentée en section 5.2.1, il est possible de
procéder en divisant la frontière efficiente en un certain nombre de sous-segments à analyser
de manière successive.
Dans le cas de cette deuxième approche présentée en section 5.2.2, un indicateur peut être
mis au point de manière à déterminer immédiatement quel segment est le plus intéressant.
Ici, l’indicateur retenu sera construit de manière analogue au Ratio Sharpe, souvent utilisé
en analyse financière.

5.2.1 La division de la frontière efficiente en plusieurs sous-segments

L’objectif de la séparation de la frontière efficiente en plusieurs sous-segments et de pal-
lier les difficultés mises en avant lors de la précédente règle de décision, tout en conservant
une méthodologie simple à appliquer en pratique. En effet, la totalité de ce nouveau proces-
sus de décision peut se résumer en deux étapes :

L’identification des sous-segments de la frontière efficiente

Afin d’identifier différents intervalles d’analyse sur la frontière efficiente, il suffit de la
segmenter selon les quantiles empiriques. Ainsi, en notant (A1, ..., Aµ) les µ ∈ N segments
souhaités, leur définition est la suivante :
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A1 =
{
q ∈ [1, Q] | Rdmt∗(q) ≤ Rdmt∗

(⌊Q 1
µ
⌋)

}
A2 =

{
q ∈ [1, Q] | Rdmt∗

(⌊Q 1
µ
⌋) < Rdmt∗(q) ≤ Rdmt∗

(⌊Q 2
µ
⌋)

}
...

Aµ =
{
q ∈ [1, Q] | Rdmt∗

(⌊Qµ−1
µ

⌋) < Rdmt∗(q) ≤ Rdmt∗(Q)

}

Ainsi, l’intervalle A1 correspond à l’intervalle pour lequel les valeurs de Rendement et
de Coût en Capital sont les plus faibles, tandis que Aµ correspond à celui pour lequel ces
valeurs sont plus élevées.
Ainsi, avec par exemple µ = 3, cela revient à identifier un intervalle concentré sur la réduc-
tion du risque, un intervalle concentré sur l’augmentation du rendement, et un intervalle
médian (c.f. Figure 5.3).

L’analyse de chacun de ces segments

Maintenant que les segments d’intérêt (A1, ..., Amu) ont été définis, il reste donc à syn-
thétiser leurs informations. Pour ce faire, il suffit de reprendre l’analyse par la moyenne
proposée en section 5.1.
De la sorte, µ ensembles de recommandations sont obtenus, ordonnés selon le niveau de
rendement et de coût en capital qu’ils permettent d’atteindre.

En appliquant cette procédure au portefeuille AXA avec µ = 3, il apparaît que plus le
segment de frontière efficiente analysé est concentré sur le rendement, plus le nombre de
lignes classées dans la catégorie "maintenir" ou "croître" est élevé.

Ce résultat correspond donc au résultat attendu d’une telle analyse. En effet, sous l’hy-
pothèse qu’une ligne i soit rentable en moyenne, l’inclure dans le portefeuille d’assurance
augmentera mécaniquement non seulement le rendement, mais aussi le risque. Ainsi, un
facteur d’évolution δ supérieur à 1 pour une telle ligne aura le même effet.

En outre, si une ligne i change de recommandation entre deux segments, il est possible
de postuler la conjoncture suivante :

— Si la ligne i passe de la catégorie "croître" à "décroître", alors cette ligne génère très
peu de risque pour le portefeuille, mais a un rendement très faible, voir négatif.

— Si la ligne i passe de la catégorie "décroître" à "croître", alors c’est une ligne très
risquée ou qui se diversifie mal, mais qui est particulièrement rentable.
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Figure 5.3 – Division de la frontière efficiente en trois segments

Figure 5.4 – Synthèse des ∆ par ligne d’assurance sur différents segments de frontière
efficiente

Ainsi, le processus proposé consistant à diviser la frontière efficiente en plusieurs seg-
ments d’intérêts présente de nombreux avantages sur le plan de l’interprétation des résultats
ou de la prise de décision.

Tout d’abord, c’est une méthode qui reste relativement simple à appliquer, puisqu’elle
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ne revient qu’à ajouter une étape au processus décrit en section 5.1.
En outre, des l’analyse des différences entre ces segments permet de déterminer aisément
quel type d’impact une ligne d’assurance peut avoir sur le portefeuille.
Enfin, cette approche permet à l’entreprise d’assurance de déterminer quelle priorité pour-
suivre lors de l’optimisation du portefeuille. Si l’objectif est avant tout de réduire le risque,
la liste de recommandation à suivre se rapprochera par exemple du segment peu risqué.

Si l’intérêt de la décomposition de la frontière efficiente en plusieurs segments est mainte-
nant démontrée, cette méthode présente toutefois l’inconvénient d’augmenter la complexité
de la règle de décision. En particulier, là où l’approche initiale permettait de synthétiser les
informations en un indicateur par ligne d’assurance, ici, µ indicateurs sont donnés.

Dès lors, l’enjeu est de proposer une autre manière d’interpréter les résultats, qui permet
notamment d’arbitrer entre les différents segments de frontière efficiente possibles.

5.2.2 La restriction de la frontière efficiente au segment maximisant
le Ratio Sharpe

Jusqu’à présent, l’analyse des résultats s’est effectuée sous l’hypothèse qu’il était impos-
sible d’arbitrer a priori entre les différents points sur la frontière efficiente. En effet, par
définition, dès lors qu’un portefeuille d’assurance est situé sur cette frontière, il est impos-
sible d’en augmenter le rendement en jouant sur les facteurs d’évolution δ sans en détériorer
le risque, ou inversement.

Cependant, si un arbitrage théorique est impossible, un arbitrage pratique apparaît dès
lors que la variation de ces quantités le long de la frontière efficiente est considérée. C’est ce
constat qui a motivé l’identification d’un indicateur capable d’arbitrer entre ces différentes
possibilités.

Le raisonnement est le suivant :
Soit p0 un portefeuille situé sur la frontière efficiente. Plusieurs cas peuvent alors être dis-
tingués :

— Si Rdmt(p0)
CeC(p0)

< maxp

(
Rdmt(p
CeC(p)

)
, un déplacement vers la droite de la courbe permet

d’augmenter le rendement plus vite que le coût en capital

— Si Rdmt(p0)
CeC(p0)

> maxp

(
Rdmt(p
CeC(p)

)
, un déplacement vers la droite de la gauche permet de

diminuer le rendement moins vite que le coût en capital (cf. Figure 5.5)

Dès lors, le point sur la frontière efficiente qui permet de maximiser les gains de rende-
ment, tout en maîtrisant le gain de risque est le point q0, défini tel que :
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Rdmt∗q0
CeC∗

q0

= max
q

(
Rdmt∗q
CeC∗

q

)
Cet indicateur est notamment analogue au ratio Sharpe en analyse financière, qui permet

de classer plusieurs portefeuilles entre eux en maximisant le rapport entre leur rendement
et leur risque [24].

Une difficulté supplémentaire se doit toutefois d’être relevée. Ici, afin de stabiliser les pa-
ramètres δ, l’algorithme NSGA-II a été répété de manière à obtenir T frontières efficientes.
Or, il est difficile de garantir que ce point soit proche pour toutes les frontières.

Afin de résoudre cette complexité, plutôt que de ne considérer que le point qui maximise
le ratio Sharpe dans l’analyse, c’est ici l’intervalle des p points qui l’entoure qui sera retenu
(cf. Figure 5.6).
Ainsi, en notant q(t)0 le point qui maximise le ratio rendement / coût en capital de l’itération
t, les intervalles retenus pour chaque itération de l’algorithme NSGA-II

(
B(t)

)
1≤t≤T

peuvent
être définis par :

B(t) =

{
q ∈ [1, Q] | Rdmt

(t)(
q
(t)
0 −(p/2)

) ≤ Rdmt
(t)
(q) ≤ Rdmt

(t)(
q
(t)
0 +(p/2)

)
}

Une fois les intervalles d’intérêt ainsi définis pour chaque itération t ∈ {1, ..., T}, l’analyse
peut donc se faire en reprenant la méthode par la moyenne proposée en section 5.1.
De la sorte, il est possible de conjuguer les avantages des deux précédentes méthodes. Tout
d’abord, c’est ici un vecteur unique de recommandations pour chaque ligne qui est identifié.
Ensuite, l’analyse est restreinte à un segment de frontière efficiente suffisamment restreint
pour diminuer le risque de variations importantes des paramètres δ sur le segment.

Figure 5.5 – Illustration des gains de performance des portefeuilles selon la position sur
la frontière efficiente
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Figure 5.6 – Intervalles maximisant le ratio Sharpe sur les optima du NSGA-II

En maximisant le ratio Rendement / Coût en capital, il est donc possible d’obtenir une
recommandation unique pour chaque ligne d’assurance à partir des résultats de l’algorithme
développé lors de cette étude.
Cependant, contrairement aux deux méthodes précédentes, une partie des combinaisons de
la frontière efficiente sont ignorées. Cette approche ne peut par conséquent pas être adaptée
selon les besoins précis de l’assureur.

In fine, l’objectif de cette partie n’était pas de fournir une liste exhaustive des manières
d’interpréter les informations présentées par les résultats de l’algorithme, mais simplement
de donner des exemples d’approches qui permettraient de passer de l’algorithme théorique
à une décision pratique.
De même, si les exemples ci-dessus permettent certes d’aider au processus de prises de déci-
sion d’une entreprise d’assurance, ils ne le remplacent pas. L’impact précis d’une évolution
de la taille d’une ligne d’assurance sur l’activité totale d’un assureur est en effet de nature
complexe, et un certain nombre de facteurs ont donc été écartés lors de cette étude.

Le périmètre précis d’application de ce modèle doit donc être établi. De la sorte, ses
limites théoriques peuvent être exposées, et il sera possible d’identifier des pistes d’évolution
ou d’amélioration.



Chapitre 6

Limites et perspectives d’évolution du mo-
dèle

Lors de cette étude, l’objectif était de développer une approche qui permette d’optimiser
un portefeuille d’assurance de manière algorithmique selon une dimension de risque et une
dimension de rendement. Pour ce faire, un modèle inspiré des travaux d’analyse financière a
pu être construit, qui permet notamment de déterminer les tailles optimales théoriques des
lignes d’assurance qui composent le portefeuille.

Cependant, en pratique, certaines limites inhérentes à la modélisation compliquent l’ap-
plication immédiate de ses résultats par l’assureur. Par exemple, lors de l’écriture du pro-
gramme d’optimisation, un certain nombre d’hypothèses explicites ont dû être posées afin
de pouvoir déterminer comment évoluaient le rendement et le coût en capital en fonction
de la taille d’une ligne d’assurance.
Une hypothèse implicite de stationnarité fut aussi posée. En effet, l’analyse réalisée jusqu’à
présent écarte la possibilité d’un changement de l’environnement économique qui se répercu-
terait sur le portefeuille. De même, si un écart entre la sinistralité observée et la sinistralité
modélisée rendait nécessaire la re-calibration du modèle interne utilisé pour calculer les in-
dicateurs de risque et de rendement, cela serait susceptible de modifier les conclusions du
modèle.
En outre, s’il est souvent relativement aisé de changer la composition d’un portefeuille fi-
nancier, augmenter ou réduire la taille d’une ligne d’assurance peut avoir de nombreuses
conséquences, qui n’ont jusqu’à présent pas été approfondies.

C’est pourquoi cette étude s’achèvera sur une analyse des limites du modèle d’opti-
misation tel qu’il a été développé au cours des précédentes parties. De la sorte, il sera
non seulement possible de rappeler le périmètre précis d’application du modèle, mais aussi
d’identifier des axes d’évolution et d’éventuels approfondissements.
Pour ce faire, la section reviendra 6.1 sur les hypothèses explicites posées lors du calcul des
indicateurs de rendement et de coût en capital.
Afin de pallier la difficulté à se passer de ces hypothèses, une première approche sera de s’in-
téresser à une modélisation alternative à celle proposée lors de cette étude. En particulier,
la question de l’optimisation de la réassurance plutôt que de la taille des lignes d’assurance
sera explorée en section 6.2.
Ensuite, une approche permettant de mieux prendre en compte la sensibilité du modèle aux
évolutions du risque inhérents aux lignes d’assurance ou du contexte économique pourra
être exposée en section 6.3.
Enfin, la section 6.4 présentera d’autres considérations permettant d’affiner l’analyse effec-
tuée pourront être présentées.

94
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6.1 Analyse des hypothèses posées

Afin de résoudre un programme d’optimisation, il est nécessaire de définir non seulement
la fonction objectif à minimiser, mais aussi les paramètres dont elle dépend. Ici, les para-
mètres correspondent aux évolutions possibles de l’exposition au risque des lignes d’assu-
rance, notés (δ1, ..., δn), tandis que la fonction objectif comprend la dimension du rendement
et la dimension du coût en capital.
Ainsi, lors de l’écriture du programme d’optimisation réalisée en partie 2, un des enjeux
fondamentaux était de déterminer comment les fonctions Rdmt(.) et CeC(.) évoluaient en
fonction des paramètres δ.

Pour ce faire, certaines hypothèses ont cependant dû être posées. En particulier, il a été
postulé que la sinistralité, les primes et les frais bruts de réassurance évoluaient de manière
linéaire en fonction de l’exposition au risque. En pratique, il s’agit d’hypothèses très fortes,
et il est nécessaire d’examiner leur impact sur les conclusions de l’étude.

6.1.1 Les imprécisions des hypothèses de linéarité

Si les imprécisions liées aux hypothèses de linéarité ont été brièvement mentionnées
lorsque celles-ci ont été posées en partie 2.1.3, il est possible de les approfondir davantage.
Les hypothèses de linéarité reviennent à supposer que les primes et les sinistres évoluent de
manière similaire dès lors qu’un assureur tente d’accroître ou de décroître la taille d’une ligne
d’assurance dans son portefeuille. Elles peuvent donc se résumer de la manière suivante :

Primei(δi)

Primei(1)
=

Sinistresi(δi)

Sinistresi(1)
= δi

Intuitivement, cela revient à supposer qu’il est possible de multiplier le nombre de
contrats d’homogènes de la ligne i par δi sans modifier les termes du contrat. En effet, en
notant Ci le nombre de contrats associés à cette ligne, les équations suivantes sont vérifiées :


Primesbruti =

Ci×δi∑
k=1

Primesbruti,k

Sinistresbruti =

Ci×δi∑
k=1

Sinistresbruti,k

Ainsi, si les vecteurs aléatoires
(
Primesbruti,k

)
k

et
(
Sinistresbruti,k

)
k

sont des vecteurs de
variables indépendantes et identiquement distribuées, et que leur loi ne dépend pas de δ :


E [Primesi(δi)]

E [Primesi(1)]
=

√
V ariance [Primesi(δi)]√
V ariance [Primesi(1)]

= δi

E [Sinistresi(δi)]

E [Sinistresi(1)]
=

√
V ariance [Sinistresi(δi)]√
V ariance [Sinistresi(1)]

= δi
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Cependant, en pratique, il est irréaliste de considérer que les primes et sinistres in-
dividuels par contrat

(
Primesbruti,k

)
k

et
(
Sinistresbruti,k

)
k

ne dépendent pas de δ. Cela est
notamment dû au fait qu’il peut être extrêmement difficile de gagner des parts de marché
sans avoir recours à une politique tarifaire agressive. Autrement dit, toute augmentation
significative du nombre de contrats ne peut se faire qu’à condition d’accepter de réduire la
prime.
Ainsi, dans le cas où le nouveau nombre de contrats C ′

i est supérieur à Ci (δi > 0), le
montant des primes des nouveaux contrats est inférieur à celui des contrats précédents. En
notant Primesbruti,k

′ le nouveau montant de primes par contrat, l’inéquation suivante est donc
vérifiée :

∀k > Ci , P rimesbruti,k

′
< Primesbruti,k

=⇒
C′

i∑
k=Ci

Primesbruti,k

′
<

C′
i∑

k=Ci

Primesbruti,k

=⇒
1∑

k=Ci

Primesbruti,k

′
<

1∑
k=Ci

Primesbruti,k

=⇒ Primesbruti (δi) < ×δiPrimesbruti (1)

Un raisonnement analogue peut être effectué dans le cas des sinistres. En effet, si un
assureur souhaite acquérir un nombre supplémentaire de contrats en limitant la diminution
de la prime, alors il est nécessaire d’accepter de souscrire des contrats plus risqués pour un
niveau de primes équivalent.
Ainsi, en notant Sinistrebruti,k

′ le nouveau montant de sinistres par contrat :

∀k > Ci , Sinistre
brut
i,k

′
> Sinistrebruti,k

C′
i∑

k=Ci

Sinistrebruti,k

′
>

C′
i∑

k=Ci

Sinistrebruti,k

C′
i∑

k=1

Sinistrebruti,k

′
>

C′
i∑

k=1

Sinistrebruti,k

=⇒ Sinistresbruti (δi) > ×δiSinistres
brut
i (1)

La conséquence de cette non-linéarité est donc que, dans le cas où δi > 1 :

Primei(δi)

Primei(1)
<

Sinistresi(δi)

Sinistresi(1)

Le cas où δi < 1 est toutefois plus nuancé. Il serait certes intuitif d’effectuer le raisonne-
ment inverse à celui effectué lors d’une augmentation du nombre de contrats, en considérant
que :

— Si l’objectif est de réduire le nombre de contrats, il est possible d’augmenter le taux
de primes jusqu’à ce que seuls le nombre de contrats désirés ne soit pas résilié

— De même, limiter la souscription aux contrats moins risqués pour un niveau de primes
équivalent permet de diminuer le montant moyen des sinistres des contrats restants
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L’examen des hypothèses de linéarité révèle donc que hypothèse revient donc à surestimer
la capacité de l’assureur à dégager du rendement et à diminuer le coût en capital en jouant
sur les facteurs d’évolution δ. Il est donc probable qu’une modélisation plus complète du
problème d’optimisation produise une courbe de frontière efficiente qui soit plus proche du
portefeuille initial que celle obtenue lors de cette étude.

6.1.2 Un exemple de modélisation plus proche de la réalité

La réévaluation des hypothèses de linéarité révèle donc que ces hypothèses sont sans
doute trop optimistes quant à l’effet d’une augmentation du nombre de contrats sur le pro-
fil rendement/coût en capital du portefeuille. Dès lors, un axe d’amélioration des travaux
présentés lors de cette étude serait de modéliser l’impact non-linéaire du facteur δ sur les
primes et les sinistres.

L’analyse réalisée ci-dessus révèle donc qu’une telle modélisation doit respecter les condi-
tions suivantes :

— si δi > 1, Sinistresbruti (δi) > δi × Sinistresbruti (1)

— si δi > 1, Primesbruti (δi) < δi × Primesbruti (1)

Pour ce faire, une modélisation possible serait ici de prendre en compte un paramètre
d’ajustement des primes aprimes

i et un paramètre d’ajustement des sinistres asinistresi , tels
que :

Sinistresbruti (δi) = δi × (1 + asinistresi (δi))× Sinistresbruti (1)

Primesbruti (δi) = δi × (1 + aprimes(δi))× Primesbruti (1)

Dès lors, la question est de savoir comment évoluent aprimes
i et asinistresi en fonction de

(δi). Il est ici possible de distinguer plusieurs cas :

— si aprimes
i (ou asinistresi ) se rapproche de 0 lorsque δi augmente, cela revient à considérer

que plus l’exposition au risque augmente, moins il est nécessaire de d’appliquer une
réduction supplémentaire de la prime afin de souscrire plus de contrats

— si aprimes
i (ou asinistresi ) s’éloigne de 0 lorsque δi augmente, cela revient à considérer

que plus le nombre de contrats a augmenté, plus il est difficile d’augmenter encore
davantage la souscription

— si aprimes
i (ou asinistresi ) est constant en fonction de δi, une diminution du taux de

primes aura toujours un impact équivalent sur l’acquisition de contrats

La première intuition serait donc de considérer que aprimes
i et asinistresi s’éloignent de 0

lorsque δi augmente. Toutefois, c’est le fait de tenter de quantifier cette évolution qui révèle
la difficulté principale liée à cette approche : la calibration des paramètres.
Cette calibration est en effet complexifiée par le fait que toute régression ne peut ici pas
se faire sans précaution particulière. Par exemple, effectuer une régression du montant des
primes sur le nombre de contrats en utilisant plusieurs années comme observations revien-
drait à négliger la tendance du marché de l’assurance, comme le cycle de marché. À l’inverse,
si les observations considérées sont les montants et volumes de contrats de plusieurs lignes
d’assurance, ce sont les caractéristiques respectives des différentes lignes qui sont ignorées.
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Ainsi, la réévaluation des hypothèses posées lors de cette étude révèle que ces hypothèses
sont en réalité peu conservatrices, et qu’une modélisation alternative pourrait représenter
plus fidèlement la réalité. Cependant, une telle modélisation ne peut avoir lieu sans une ana-
lyse supplémentaire approfondie de l’impact du volume de contrats sur la sinistralité et les
primes individuelles. Cela nécessiterait toutefois un volume de données bien plus important
et d’un spectre bien plus large. Ce n’est en effet que sous ces conditions qu’il serait possible
de distinguer la tendance générale du marché de l’impact réel de la variation du nombre de
contrats souscrits.

Dès lors, si les travaux réalisés répondent à la problématique de l’optimisation en fonction
de la taille des lignes d’assurance, il est possible de s’interroger sur la possibilité de résoudre
ce problème en fonction de paramètres alternatifs.

6.2 Optimisation par la réassurance plutôt que par la
taille des lignes d’assurance

Si les hypothèses posées lors de l’écriture du programme d’optimisation sont difficiles à
soutenir en réalité, c’est parce qu’elles supposent que l’assureur est en mesure de contrôler
librement la taille des lignes d’assurance de son portefeuille. Or, si des variations marginales
sont certes envisageables, des variations plus significatives sont difficiles à atteindre sans
effectuer de changements structurels.

Dès lors, il convient de s’interroger sur la possibilité d’optimiser le profil rendement/risque
du portefeuille d’assurance en jouant sur un paramètre dont l’assureur a un plus grand
contrôle. Un tel levier d’action serait donc la réassurance, dont le principe même permet
à l’assureur de maîtriser le risque. Si l’analyse approfondie d’une telle méthode dépasse le
cadre des travaux réalisés ici, un exemple de mise en œuvre d’un programme d’optimisation
en fonction de la réassurance peut être donné afin d’explorer un axe d’évolution possible de
cette étude.

6.2.1 Programme d’optimisation en fonction de la réassurance

L’écriture du programme d’optimisation en fonction de la réassurance peut en réalité
se faire en utilisant un raisonnement analogue à celui effectué lors des travaux présentés
jusqu’ici. Certes, le paramètre en fonction duquel l’optimisation est réalisée diffère, mais
tant que l’objectif reste l’augmentation du rendement sous condition de maîtrise du risque,
les fonctions objectif du programme d’optimisation peuvent être conservées.

Ainsi, en notant γ un paramètre permettant de mesurer la réassurance, le programme
d’optimisation à résoudre est le suivant :

min
γ

(
Rdmt(p)(γ), CeC(p)(γ)

)
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Dès lors, la question est de déterminer comment mesurer la réassurance γ, et quel impact
ce paramètre a sur les fonctions objectif.

Définition du paramètre de réassurance γ

La difficulté principale lors de l’écriture de ce programme est la complexité que la struc-
ture de réassurance peut prendre. Un exemple de modélisation consisterait donc à simplifier
le programme en ne considérant que des traités de type quote-part. Ainsi, pour la ligne
d’assurance i ∈ {1, ..., n}, l’impact de la réassurance serait déterminé par un taux de cession
unique γi.

L’optimisation se ferait donc uniquement en fonction du vecteur de taux de cession
{γi, ..., γn}, qui capterait à lui seule la totalité de la réassurance étudiée.

L’impact de γ sur les fonctions objectif

Dès lors, l’enjeu serait de déterminer l’impact du paramètre γ sur les fonctions Rdmt et
Cec. Puisque les traités de quote-part ont un impact linéaire sur les primes et les sinistres,
les équations suivantes seraient vérifiées :

Primesneti (γi) = (1− γi)× Primesbruti

Sinistresneti (γi) = (1− γi)× Sinistresbruti

Le cas des frais peut être traité de manière analogue à la partie 3. Si les frais ne sont pas
directement cédés au réassureur, la différence entre les frais bruts et la commission versée à
la cédante peut s’interpréter comme des frais nets de réassurance.
Le taux de cette commission n’est a priori pas de γ, mais il est possible de poser l’hypothèse
suivante sans impact significatif sur le résultat :

Fraisneti (γi) = (1− γi)× Fraisbruti

En reprenant les méthodes d’agrégation de la partie 2, les fonctions de rendement et de
coût en capital après réassurance γ prennent donc les valeurs suivantes :


Rdmt(p)(γ) =

n∑
i=1

(1− γi)Resultati

CeC(p)(1) =
T∑
t=1

−(V aR0.005[
∑n

i=1 (1− γi)Resultati,t]− E[
∑n

i=1 (1− γi)Resultati,t])

(1 + r)t

Il serait ensuite possible de résoudre le programme d’optimisation par une approche si-
milaire reposant sur les algorithmes génétiques.

Ainsi, un problème d’optimisation alternatif en fonction de la réassurance serait une évo-
lution possible de l’étude réalisée. Une telle approche permettrait donc d’optimiser le profil
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rendement / risque d’un portefeuille d’assurance en jouant sur des facteurs plus aisément ac-
cessibles pour l’assureur, et d’éventuelles conclusions pourraient être plus faciles à appliquer.

6.2.2 Les potentielles limites d’une telle approche

Il convient toutefois de rappeler que l’approche donnée en exemple ici ne reste qu’une
simplification de l’impact réel de la réassurance. En réalité, il serait nécessaire de considérer
plusieurs problématiques essentielles afin de pouvoir obtenir une bonne interprétation de ce
modèle.

L’impact de la réassurance non-proportionnelle

La problématique la plus évidente mise à l’écart dans l’approche définie ci-dessus est
l’impact de la réassurance non-proportionnelle. En effet, si l’impact des traités de type
quote-part est simple à modéliser, en pratique, optimiser la structure de réassurance passe-
rait également par la mise en place de traités de type Excédents de pertes par sinistres ou
par évènement.

Or, modéliser de tels traités n’est pas trivial. Tout d’abord, le calcul de l’impact de ces
traités sur les sinistres se heurte au même problème que celui identifié en partie 3. Sans
connaître la distribution des sinistres individuels qui caractérise une ligne d’assurance, l’im-
pact d’un nouveau traité non-proportionnel peut être très difficile à estimer.

Ensuite, la définition même des paramètres d’optimisation est ici complexe. Un traité de
type Excédents de pertes par sinistre est défini à l’aide de deux paramètres : la priorité et
la limite. Si cette réassurance est prise en compte en plus des quote-parts, cela signifie que
trois paramètres par ligne d’assurance sont nécessaires ; plus encore si des traités Excédents
de pertes par évènements sont pris en compte.
La conséquence d’une multiplication des paramètres d’optimisation est donc non seulement
la convergence plus lente et plus incertaine de l’algorithme génétique, mais aussi une inter-
prétation plus difficile de l’impact de chaque paramètre.

La prise en compte de la structure de réassurance existante

Plutôt que d’écrire le programme d’optimisation de la réassurance en considérant que
les nouveaux traités venaient s’appliquer à un portefeuille brut de réassurance, il est aussi
possible de supposer qu’une structure de réassurance est déjà mise en place. Ce cas est en
effet bien plus probable en pratique. Dès lors, la question est de déterminer quel impact cela
aurait sur le programme d’optimisation de réassurance.

Deux possibilités peuvent ici être considérées. La première consiste simplement à considé-
rer que les traités en fonction desquels l’optimisation a lieu viennent s’ajouter à la structure
de réassurance actuelle. Autrement dit, il serait question d’ajouter davantage de réassurance
à chaque ligne d’activité.
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La seconde option serait à l’inverse de tenter d’optimiser la structure de réassurance
existante. En effet, puisque les primes, sinistres et frais bruts et nets de réassurance sont
connus, il est aisé de déterminer les primes, sinistres et frais cédés. Dès lors, l’objectif serait
par exemple d’appliquer un facteur à la réassurance existante afin de déterminer l’impact
d’une augmentation ou d’une diminution de la réassurance existante.

Une telle approche permettrait de pallier les problèmes identifiés avec l’écriture de ce
programme. Non seulement cela permettrait-il d’éviter la multiplication des paramètres par
ligne d’assurance, mais il serait en outre possible d’augmenter le rendement net moyen, par
exemple en diminuant la réassurance existante sur des lignes rentables.
Toutefois, ici encore, la question de l’assurance non-proportionnelle se pose. En pratique,
un "doublement" de la réassurance serait simple à modéliser dans le cas d’un traité de
quote-part, mais imprécis dans le cas d’un traité d’excédent de pertes.

Ainsi, une optimisation en fonction de la réassurance serait une modélisation alternative
à celle proposée lors de cette étude. En particulier, une telle approche permettrait d’éviter
de poser les hypothèses de linéarité qui peuvent conduire à une surestimation de la marge
d’optimisation dans le cas des travaux initiaux.

Toutefois, la mise en place pratique d’un tel programme d’optimisation conduit à des
difficultés supplémentaires. L’existence des traités non-proportionnels signifie en effet qu’il
est difficile de procéder à une optimisation parfaite, du moins sans connaître la distribution
des sinistres individuels.

Finalement, ces deux approches ne sont en réalité pas opposées, mais bien complémen-
taires. Plusieurs manières de conjuguer ces approches peuvent être considérées :

— Optimiser d’abord le rendement et coût en capital bruts, puis optimiser la structure
de réassurance en appliquant de nouveaux traités

— Effectuer une première optimisation de la structure de réassurance, puis optimiser la
taille des lignes d’assurance en considérant la nouvelle structure

6.3 L’analyse de la robustesse du modèle aux différentes
données utilisées

En plus des hypothèses explicites posées lors de l’écriture du programme d’optimisation,
la modélisation effectuée lors de cette étude repose en réalité aussi sur une hypothèse im-
plicite : celle selon laquelle les données utilisées sont correctes. Cette supposition, qui peut
sembler évidente, se doit pourtant d’être évaluée avec attention.

La base de données au cœur de cette étude est la sortie du modèle interne AXA, qui
permet de déterminer la distribution de probabilités de diverses variables, telles le montant
de primes ou la sinistralité. Les données utilisées sont donc en réalité des simulations, et
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sont donc sujettes à deux types de volatilité :

— La volatilité liée aux simulations, c’est-à-dire le risque que l’échantillon des simula-
tions tirées ne soit pas représentatif de la distribution de probabilité réelle

— La volatilité liée à la calibration, c’est-à-dire le risque que les lois de probabilité
utilisées lors des simulations ne soient pas fidèles à la réalité

En plus de la base de données principale, certains paramètres économiques ont aussi été
utilisés au cours de ce modèle. C’est par exemple le cas de la courbe des taux "sans-risques",
utilisée afin d’actualiser le coût en capital. Si le risque que ce paramètre soit mal évalué à un
instant donné est presque nul, puisqu’il s’agit d’une donnée de marché, sa valeur au cours
du temps peut elle être amenée à évoluer.

Si ces données sont sources d’incertitudes pour la modélisation, prendre cet aspect en
compte dans la modélisation est une tâche ardue. En effet, si la volatilité liée aux simulations
peut être calculée si la loi de probabilité sous-jascente est connue, le risque de calibration
ou la volatilité des données de marché peuvent être très difficile à quantifier.

L’enjeu est donc de déterminer comment prendre en compte les risques que ces incerti-
tudes font peser sur la modélisation.

6.3.1 Tests de sensibilité traditionnels

Le concept des tests de sensibilité des résultats aux données est simple : si une incerti-
tude existe sur un type de données particulier, il suffit de faire varier la valeur des données
en question et de multiplier les itérations du modèle. De la sorte, il devient possible de
déterminer un échantillon de valeurs possibles pour chaque résultat du modèle, et donc de
déterminer la sensibilité du modèle aux données [23].

Afin d’illustrer cette méthode, l’exemple du risque de calibration sera considéré. Ici,
R correspondra au nombre de réévaluations du modèle après avoir fait varier les données.
Ainsi, soit r ∈ {1, ..., R} un indice de réévaluation, i ∈ {1, ..., n} une ligne d’assurance, et
s ∈ {1, ..., S} un indice de simulation des variables de primes, de frais et de sinistres. Dans
le cadre de cette étude, le risque de calibration peut par exemple être étudié en appliquant
la transformation suivante aux données :

Primeri,s = Primei,s × (1 + ϵi) + νi,s

Fraisri,s = Fraisi,s × (1 + ϵi) + νi,s

Sinistresri,s = Sinistresi,s × (1 + ϵi) + νi,s

Intuitivement, c’est ici le paramètre ϵi qui permet de simuler l’impact d’une loi de pro-
babilité d’espérance différente, tandis que le paramètre νi,s permet de prendre en compte
les variations marginales.

Appliquer cette méthodologie permettrait donc d’obtenir R vecteurs de résultats diffé-
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rents, et donc de déterminer à quel point ceux-ci sont sensibles à une éventuelle erreur de
calibration.

6.3.2 Modification du test de sensibilité pour éviter le cumul des
itérations

Appliquer cette méthodologie dans le cadre de cette étude révèle cependant une diffi-
culté particulière : le temps d’exécution. En effet, T itérations ont déjà été employées afin
de stabiliser les résultats de l’algorithme génétique au cours de cette étude (c.f partie 4.3.1).
Ainsi, si le paramètre d’actualisation r venait à prendre successivement les R valeurs {r1, ..., rR},
le nombre d’évaluations de la fonction objectif serait alors de :

Q points sur la frontière ×G générations × T itérations ×R valeurs testées

Il serait donc préférable d’éviter un tel cumul des itérations.

Pour ce faire, une méthode possible serait d’exécuter T premières itérations de l’algo-
rithme NSGA-II, de manière identique à l’approche préconisée en partie 4.3.1. Puis, une fois
une première distribution des paramètres δ obtenue, l’objectif serait de répéter ces T ité-
rations, mais en appliquant la transformation ci-dessus à chaque itération. ainsi, le nombre
d’itérations de l’algorithme génétique serait limité à 2× T plutôt qu’à R× T .

Pour la ligne i ∈ {1; ..., n}, deux vecteurs de résultats seraient donc obtenus :



δ1i
∗
=
(
δ1i,1t, ..., δ

1
i,Qt

)
1≤t≤T

pour lequel les données sont les données initiales

δ2i
∗
=
(
δ2i,1t, ..., δ

2
i,Qt

)
1≤t≤T

pour lequel les données sont transformées à chaque itération t

Ainsi, en comparant les distributions δ1i
∗ et δ2i

∗, il est possible de déterminer dans quelle
mesure d’éventuelles imprécisions lors de la calibration des données du modèle interne ont
un impact important sur les résultats du modèle.
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Figure 6.1 – Illustration théorique des comparaisons de résultats avec et sans variation
des données

En outre, cette approche n’est pas limitée à la base de données sortie du modèle in-
terne, mais pourrait être utilisée pour tester la sensibilité des résultats à plusieurs facteurs.
Dans le cadre de cette étude, les facteurs d’intérêts seraient donc non seulement les données
de primes, sinistres et frais, mais aussi la courbe des taux utilisée pour l’actualisation, et
même les paramètres d’ajustement des hypothèses aprimes

i et asinistresi identifiés en partie 6.1.

La difficulté principale derrière la prise en compte de l’impact non-linéaire des facteurs
d’évolution δ était en effet le fait que les paramètres précis pourraient être très difficiles à es-
timer. Toutefois, en laissant aprimes

i et asinistresi varier au sein d’intervalles donnés, il devient
possible de quantifier leur impact possible sur le programme d’optimisation. En particulier,
il est possible de déterminer si, quelles que soient les valeurs de ces paramètres, l’algorithme
continue à identifier des solutions pour lesquelles le rendement et le coût en capital sont
tous deux meilleurs que le portefeuille actuel.

Un axe d’évolution des travaux présentés ici serait donc les tests de sensibilité des ré-
sultats. En appliquant une telle approche, il serait non seulement possible de prendre en
compte l’incertitude inhérente aux données, mais aussi de quantifier l’impact des hypothèses
posées.

6.4 Autres considérations

Au cours de cette partie, la limite principale de cette étude a été identifiée comme étant
les hypothèses de linéarité, posées au moment de l’écriture du programme d’optimisation.
Suite à cela, une analyse supplémentaire a pu révéler que ces hypothèses, jugées nécessaires
au moment de la réalisation des travaux, pouvaient tout de même être allégées de diverses
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manières. Par exemple, considérer un programme d’optimisation en fonction d’autres pa-
ramètres que les facteurs d’évolution δ, ou réaliser des tests de sensibilité permettrait de
rendre compte de leur impact sur le résultat.

Toutefois, la question de l’optimisation d’un portefeuille d’assurance est complexe, et
l’impact réel ou la faisabilité d’un résultat se doivent donc d’être nuancés par plusieurs
facteurs. C’est pourquoi cette partie s’achèvera sur une liste de différentes considérations
jusque-là peu abordées.

6.4.1 Impact des délais d’ajustement et coûts de transaction

Contrairement au cadre d’un portefeuille financier, l’ajustement d’un portefeuille d’assu-
rance est un processus de long-terme. Là où les actifs financiers généralement considérés sont
des titres négociables, qui peuvent être échangés à tout moment sur les marchés financiers,
les contrats d’assurance engagent en général l’assureur pour une durée déterminée.
Dès lors, si l’objectif est d’optimiser un portefeuille d’assurance en fonction de la taille des
lignes qui le composent, toute évolution δ ̸= 1 est en réalité soumise à de longs délais d’ajus-
tement. Certains coûts de transaction existent certes aussi dans lors de l’optimisation d’un
portefeuille financier, mais leur impact est donc bien moindre. Cet effet est en outre d’autant
plus important que l’évolution requise est importante.

Cet aspect est donc difficile à intégrer directement au sein du modèle. C’est donc juste-
ment pour capter ce genre d’effets que les contraintes sur les facteurs d’évolution δi ont été
fixées lors de l’écriture du programme d’optimisation :

min
δi(1≤i≤n)

(
−Rdmt(p)(δ1, ..., δn), CeC(p)(δ1, ..., δn)

)
s.c. β

(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

Une seconde approche pour incorporer cet effet, bien que plus difficile à mettre en place
de manière efficace, serait de pénaliser la fonction objectif dès lors que δ ̸= 1 :

min
δi(1≤i≤n)

(
−(Rdmt(p)(δ1, ..., δn)− f(δ1, ..., δn)), CeC(p)(δ1, ..., δn)

)
s.c. β

(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

La complexité d’une telle approche serait cependant la calibration de la fonction f , de
sorte que la pénalisation soit fidèle à la réalité.

6.4.2 Limite du coût opérationnel

Ici, les coûts opérationnels sont distingués des coûts de transaction afin de mettre en
lumière deux phénomènes différents. En effet, il peut être coûteux de mettre en place une
telle politique d’évolution de la taille des lignes d’assurance à l’échelle de la totalité d’un
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portefeuille. Il serait en pratique plus simple de ne s’intéresser qu’aux lignes d’assurance
dont l’impact est le plus important.
Dès lors, une dimension supplémentaire pourrait être prise en compte au sein du programme
d’optimisation : la notion de minimisation du nombre de lignes à optimiser.

Pour ce faire, plusieurs approches pourraient être envisagées. La première consiste à
considérer directement le nombre de lignes optimisées comme une dimension du problème
d’optimisation, qui s’écrirait donc de la manière suivante :

min
δi(1≤i≤n)

(
−Rdmt(p)(δ1, ..., δn), CeC(p)(δ1, ..., δn),

n∑
i=1

1(δi /∈ [1− ϵ, 1 + ϵ])

)
s.c. β

(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

La deuxième serait de contraindre le programme d’optimisation, de sorte que l’algo-
rithme génétique ne conserve que les meilleures solutions pour lesquelles le nombre de lignes
optimisées est en dessous d’un certain seuil :

min
δi(1≤i≤n)

(
−Rdmt(p)(δ1, ..., δn), CeC(p)(δ1, ..., δn)

)
s.c. β

(min)
i ≤ δi ≤ β

(max)
i ∀i ∈ (1, ..., n)

n∑
i=1

1(δi /∈ [1− ϵ, 1 + ϵ]) ≤ n0

Toutefois, ces méthodes ont l’inconvénient de rajouter soit une contrainte, soit une di-
mension au problème d’optimisation. Cela peut donc avoir un impact sur la vitesse conver-
gence de l’algorithme génétique. Une dernière méthode possible serait donc d’éviter ce pro-
blème en enlevant successivement les n0 lignes d’assurance dont l’impact est le moins évident
de la liste des lignes à optimiser. Ainsi, en notant r une répétition de l’algorithme, les lignes
considérées pour l’itération r + 1 seraient limitées aux suivantes :

lignesr+1 =

{
i ∈ lignesr |

∑
j∈lignesr,j ̸=i

1(|1−∆i| > |1−∆j|) > n0

}

6.4.3 Prise en compte des synergies entre lignes d’assurance

Un facteur pour l’instant négligé au cours de cette étude est l’existence de synergies entre
certaines lignes d’assurance. En effet, en pratique, des types contrats d’assurance peuvent
être fixés de manière conjointe, ce qui signifie que l’exposition au risque de leurs lignes d’as-
surance respectives évoluent de manière similaire.

Afin d’incorporer cet effet dans le programme d’optimisation, l’approche la plus simple
est de considérer que leur évolution possible est identique. Ainsi, si les lignes i1 et i2 sont
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identifiées comme ayant des synergies entre elles, cela serait modélisé de la manière suivante :

δi1 = δi2

Cela reviendrait donc à enlever une dimension aux paramètres d’optimisation chaque fois
qu’une synergie est identifiée.

Dans le cas où l’évolution de deux lignes est corrélée, mais pas identique, une seconde
approche serait de considérer que ces lignes évoluent systématiquement dans le même sens,
mais pas nécessairement du même taux. Ainsi, si les lignes i3 et i4 ont ce type de synergie,
cela peut être pris en compte en optimisant en fonction d’un paramètre δ correspondant à la
ligne "principale", ainsi que d’un paramètre α qui rend compte de la différence d’évolution
entre ces deux lignes :

δi4 = 1 + (δi3 − 1)× αi4

De la sorte, l’optimisation se ferait avec le même nombre de paramètres que la modélisation
initiale, mais les lignes identifiées évolueraient toujours dans le même sens par définition.

L’enjeu principal de cette dernière partie était donc d’évaluer les travaux effectués au
cours de cette étude, de sorte à identifier si des éléments importants n’avaient pas été pris
en compte, ou s’il était possible d’identifier des axes d’évolution pour une éventuelle étude
ultérieure.

Il convient toutefois de noter que, si l’objectif était d’identifier les éléments les plus im-
portants, la liste des facteurs identifiés au cours de cette partie n’est pas exhaustive.
C’est par exemple le cas de l’impact qu’une politique d’augmentation ou de diminution
rapide du nombre de contrats sur une ligne d’assurance peut avoir sur la réputation de
l’assureur. De même, les coûts de publicité ou l’impact social d’une diminution de l’activité
sur une ligne importante n’ont pas été considérés ici.

In fine, l’optimisation d’un portefeuille d’assurance est un problème qui, à l’image de
l’activité même de l’assurance, peut être extrêmement complexe et nécessiter la prise en
compte d’une grande variété de facteurs. De la sorte, si les travaux réalisés ici correspondent
à une première étude sur le sujet, ceux-ci peuvent toujours être affermis par des recherches
supplémentaires.
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La problématique au coeur de cette étude consistait à déterminer s’il était possible de
faire évoluer l’exposition au risque des lignes d’assurance d’un portefeuille de manière à
maximiser le revenu technique tout en minimisant le risque. Afin d’y répondre, les travaux
effectués se sont concentrés sur un portefeuille d’AXA pour lequel les lois de probabilité des
diverses variables, telles la sinistralité ou les primes perçue par ligne, étaient données sous
la forme de 50 000 simulations.

Les travaux effectués se sont donc organisés en plusieurs parties :

— Tout d’abord, le rendement et le coût en capital, mesures respectivement du revenu
technique et du risque, ont été définies. De la sorte, il a suffit de déterminer comment
ces quantités évoluaient en fonction des variations d’exposition au risque des lignes
d’assurance afin d’écrire le programme d’optimisation.

— Si le programme d’optimisation était considéré brut de réassurance, alors il aurait été
relativement aisé de mesurer l’impact de la taille des lignes d’assurance à condition
de poser certaines hypothèses. Toutefois, cela aurait couru le risque de biaiser les
résultats en faveur des lignes qui reposent peu sur la réassurance. C’est pourquoi une
attention particulière à été donnée à la modélisation de l’impact non-linéaire de la
réassurance sur les différentes variables.

— Une fois le programme net de réassurance écrit, le processus d’optimisation put avoir
lieu. Cependant, des solutions explicites du programme d’optimisation n’ont pas pu
être identifiées, et c’est donc un algorithme génétique qui fut utilisé pour déter-
miner l’ensemble des optima. Ainsi, une frontière efficiente donnant l’ensemble des
meilleures évolutions possibles de la taille des lignes d’assurance fut obtenue.

— L’étude s’est donc poursuivie avec une étude des résultats obtenus, notamment afin
de s’assurer de la pertinence des conclusions produites. Plusieurs manières d’interpré-
ter les sorties de l’algorithme développé ont notamment été données, afin d’illustrer
le passage de la modélisation théorique à une règle de décision pratique.

Si le modèle développé lors de ces travaux répond donc à la problématique au cœur de
l’étude, certaines limites sont tout de même à signaler. En particulier, les hypothèses de
linéarité posées afin de quantifier l’impact de la taille des lignes d’assurance sur les variables
de primes et de sinistralité peuvent ne pas refléter la réalité. De même, d’autres facteurs
tels l’impact des synergies entre lignes d’assurance, les temps et coûts de l’application des
résultats, ou les coûts opérationnels ont été ignorés dans le corps des travaux.
Des analyses complémentaires permettraient toutefois de mieux tenir compte des impréci-
sions liées aux hypothèses. C’est notamment le cas des tests de sensibilité qui permettraient
de quantifier l’impact des hypothèses ou des divers paramètres sur les résultats du modèle.
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Cependant, construire un modèle capable de prendre en compte la totalité des effets
de l’évolution de la taille d’une ligne d’assurance est en réalité une tâche pour le moins
ardue, si ce n’est impossible. La prétention de l’algorithme développé lors de cette étude
n’est donc pas de fournir une recommandation parfaite, mais d’informer sur la performance
strictement quantitative des lignes d’assurance du portefeuille d’intérêt. C’est pourquoi les
recommandations mises en avant par l’algorithme développé ne peuvent pas être appliquées
de manière unilatérale.

In Fine, le but de l’approche développée ici n’est donc que d’aider au processus de
décision, pas de le remplacer. Certes, des travaux supplémentaires peuvent être effectués
afin d’améliorer le modèle développé ici. Cependant, c’est dans cette optique d’assistance
que des potentielles évolutions de ces travaux doivent être considérées.



Annexes

A Récapitulatif des variables et notations utilisées

SCR Ratio de solvabilité requis

V aRα Valeur exposée au risque de probabilité α

ESα Déficit prévu de probabilité α

δi facteur d’évolution à tester sur la ligne i

V Ti(δi) Ratio de valeur-temps de la ligne i après application du facteur
d’évolution δi

RCi(δi) Ratio combiné de la ligne i après application du facteur d’évolution δi

Primesi,s s-ième simulation du modèle interne de la variable de primes pour la
ligne i

Fraisi,s s-ième simulation du modèle interne de la variable de frais pour la
ligne i

Sinistresi,s s-ième simulation du modèle interne de la variable de sinistres pour
la ligne i

ATT Sinistres Attririonnels

ATY Sinistres Atypiques

CAT Sinistres liés aux catastrophes naturelles

r Taux d’actualisation

Rdmti fonction de rendement de la ligne d’assurance i

Rdmt(p) fonction de rendement du portefeuille total

CeCi fonction de coût en capital de la ligne d’assurance i

CeC(p) fonction de coût en capital du portefeuille total

(δi,q)t Valeur du facteur d’évolution δi sur le q-ième point de la frontière
efficiente, à la t-ième itération de l’algorithme

∆i,T facteur d’évolution moyen de la ligne i après les T itérations de
l’algorithme
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B Méthode des régressions segmentées

La méthode de la régression linéaire segmentée, théorisée par Muggeo en 2003 [21], per-
met de déterminer en une fois non seulement la localisation des points de changement, mais
aussi les paramètres linéaires de la régression.

Pour ce faire, en notant Ψ le point de changement, Y la variable d’intérêt et Z, une
variable explicative, Muggeo propose la modélisation suivante :

Y = αZ + β(Z −Ψ)+

La pente de la régression est donc de α avant le point de changement, et α+β après. Or,
en notant (−1)1(Z > Ψ(s)) la valeur dérivée de (Z − Ψ)+ au point Ψ(s), le développement
de Taylor démontre que :

(Z −Ψ)+ ≈ (Z −Ψ(s))+ + (Ψ−Ψ(s))(−1)1(Z > Ψ(s))

Avec une égalité stricte dans le cas où Ψ = Ψ(s).

Dès lors, il est possible de tester le modèle suivant :

Y = αZ + β(Z −Ψ(s))+ − γ1(Z > Ψ(s))

dans lequel α est la pente avant tout point de changement, α+ β la pente après le point de
changement possible Ψ(s), et γ le "saut" entre la pente avant Ψ(s) et la pente après Ψ(s).

γ est donc nul si et seulement si Ψ(s) = Ψ, et il est donc possible de se rapprocher par
itérations du point de changement Ψ en considérant Ψ(s+1) = Ψ(s) + γ

β
.

En répétant ce processus par itérations pour Ψ(s+1) jusqu’à obtenir une valeur de γ non-
différente de 0 de manière significative, il est donc possible d’estimer à la fois les coefficients
linéaires α et β et le point de changement Ψ.
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C Définition formelle de l’opérateur de croisement NSGA-
II

L’opérateur de croisement suggéré par Deb et Agrawal lors de la définition de l’algo-
rithme NSGA-II est l’opérateur de croisement binaire simulé, dont l’objectif est d’adapter
l’opérateur au niveau du bit à l’ensemble des réels [3].

Fonctionnement de l’opérateur de croisement au niveau du bit

L’opérateur de croisement au niveau du bit, défini uniquement lorsque les individus pa-
rents sont des entiers, est le suivant :

Soit δ
(1)
i et δ

(2)
i deux individus de la génération "parent". Alors, ceux-ci seront croisés

avec une probabilité p(crois), et engendreront dans ce cas deux "enfants" δ′i
(1) et δ′i(2)′ définis

par le processus suivant :

Tout d’abord, δ(1)i et δ
(2)
i sont convertis en écriture binaire. De la sorte, ils peuvent être

entièrement caractérisés par les l bits
(
a
(1)
0 , ..., a

(1)
l−1

)
∈ {0, 1} et

(
a
(2)
0 , ..., a

(2)
l−1

)
∈ {0, 1} tels

que :


δ
(1)
i =

l−1∑
k=0

a
(1)
k 2k

δ
(2)
i =

l−1∑
k=0

a
(2)
k 2k

Ensuite, un point de croisement l0 ∈ [0, l − 1] est défini. Les individus enfants sont
obtenus en échangeant les bits situés après le point l0 entre les parents :


δ′i

(1) =

l0−1∑
k=0

a
(1)
k 2k +

l−1∑
k=l0

a
(2)
k 2k

δ′i
(2) =

l0−1∑
k=0

a
(2)
k 2k +

l−1∑
k=l0

a
(1)
k 2k

Si cet opérateur est utilisé dans le cadre de paramètres discrets, c’est parce que ses
propriétés sont intéressantes du point de vue de l’algorithme génétique. En particulier, il
est possible de démontrer que la moyenne des individus "enfants" est systématiquement
égale à celles des individus "parents". De même, la dispersion des enfants est d’autant plus
importante que l’écart entre les parents est large :
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
δ
(1)
i + δ

(2)
i

2
=

δ′i
(1) + δ′i

(2)

2

Les valeurs de

∣∣∣∣∣ δ(1)i − δ
(2)
i

δ′i
(1) − δ′i

(2)

∣∣∣∣∣ sont concentrées vers 1

Fonctionnement de l’opérateur de croisement binaire simulé

L’objectif de l’opérateur de croisement binaire simulé est donc de créer un opérateur
dont les propriétés sont similaires à l’opérateur au niveau du bit, mais qui soit défini pour
les réels. Pour ce faire, cet opérateur prend en argument un paramètre de dispersion η. Puis,
en reprenant les mêmes notations que pour l’opérateur binaire, les individus "enfants" sont
définis de la manière suivante :


δ′i

(1) =
1

2
(1 + βi) δ

(1)
i + (1− βi) δ

(2)
i

δ′i
(2) =

1

2
(1− βi) δ

(1)
i + (1 + βi) δ

(2)
i

où βi est défini par :

βi =


(2µ)

1
1+η si u ≤ 1

2

(
1

2(1− η
))

1
1+η si u >

1

2

avec u ∼ U[0, 1]

En définissant l’opérateur de croisement binaire simulé de a sorte, il est donc possible de
construire un opérateur aux propriétés proches de l’opérateur binaire, mais qui soit défini
pour les réels. En particulier, les propriétés de stabilité de la moyenne et d’héritage de la
dispersion sont maintenues.
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D Définition formelle de l’opérateur de mutation NSGA-
II

Lorsque Deb et Agrawal ont défini l’algorithme d’optimisation NSGA-II en 1999, deux
opérateurs de mutation ont été défini : un opérateur de mutation au niveau du bit, et un
opérateur de mutation polynomial [10].
Tout comme dans le cas de l’opérateur de croisement, l’opérateur de mutation au niveau
du bit n’est pas défini pour les paramètres non discrets. Son principe était de convertir les
individus de la population à faire muter en écriture binaire, puis de faire passer chaque bit
de chaque individu de 0 à 1 ou de 1 à 0 avec une probabilité donnée.
Toutefois, contrairement au cas du croisement, l’opérateur privilégié dans le cas des para-
mètres à valeurs réelles n’est pas une simulation de l’opérateur binaire, mais repose direc-
tement sur une définition polynomiale. C’est pourquoi c’est principalement sur l’opérateur
polynomial qu’il convient de s’intéresser.

L’opérateur de mutation polynomial, appliqué à un individu d’une population à tester,
est défini à l’aide de deux arguments : le paramètre d’encombrement η ∈ R, et la probabilité
de mutation p(mut) ∈ [0, 1]. Ainsi, soit δi l’individu parent avant mutation.
À la prochaine génération, un individu muté δ′i est alors généré avec probabilité p(mut), et
est défini par [9] :

δ′i =


δi + µ1

(
δi − β

(min)
i

)
si u ≤ 1

2

δi + µ2

(
β
(max)
i − δi

)
si u >

1

2

avec u ∼ U[0, 1]

où µ1 et µ2 sont définis par :

{
µ1 = (2u)

1
1+η − 1

µ2 = 1− (2(1− u))
1

1+η

Intuitivement, µ1 et µ2 sont définis de sorte que µ1, µ2 ∈ [0, 1], et que leur valeur soit
d’autant plus proche de 0 que η soit élevé. De la sorte, δ′i reste systématiquement dans
l’intervalle [βmin, βmax], et la mutation est d’autant plus importante que η est faible.

En pratique, la littérature indique comme valeur standard de p(mut) la valeur 1
n
, de sorte

qu’une variable environ mute par individu, tandis que η peut être dans l’intervalle [20, 100]

sans que des différences significatives de convergence soient observées [4].
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Résumé —

Cette étude, réalisée sur un portefeuille d’assurance de AXA, a pour objectif d’élaborer
un algorithme capable de déterminer la manière optimale de développer les lignes d’assu-
rance d’une entreprise. La question est donc d’identifier de manière algorithmique les lignes
d’assurance pour lesquelles il est optimal d’augmenter ou de diminuer l’exposition au risque.
L’approche développée pour y parvenir consiste à utiliser les données du modèle interne afin
de calculer des indicateurs de risque et de rendement du portefeuille d’assurance. De la sorte,
il est possible d’adapter les travaux réalisés en analyse financière au sujet de l’optimisation
de portefeuille, et donc de déterminer une frontière efficiente.

Dès lors, le corps de cette étude consiste tout d’abord à déterminer comment évoluent les
indicateurs de risque et de rendement en fonction de l’évolution des lignes d’assurance. Une
attention particulière a notamment été donnée à l’impact que la réassurance pouvait avoir
sur ces indicateurs. Cela permet d’écrire de manière formelle le programme d’optimisation
à résoudre.

Une fois ce problème écrit, sa résolution peut être effectuée à l’aide d’algorithmes d’op-
timisations. Dans le cadre de cette étude, c’est l’algorithme génétique NSGA-II qui a été
retenu. De la sorte, la frontière efficiente, a pu être tracée.
Enfin, une attention particulière a pu être donnée à l’application pratique des résultats de
l’algorithme, ainsi qu’à son périmètre d’application. Pour ce faire, la significativité et la
stabilité des résultats de l’algorithme génétique ont fait l’objet d’une étude approfondie.

Mots clés : Optimisation / Portefeuille / assurance / NSGA-II / Lignes d’assurance /
AXA / régression segmentée
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